Київські відбори. Розв’язки задач
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1. Задано натуральне число k. Доведіть, що не існує двох натуральних чисел a та b, що задовольняли б такі умови: 
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 є квадратом деякого цілого числа n.
Розв’язання. Припустимо, що такі числа існують. Розкладімо ці числа на прості множники:
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Тут 
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 — усі прості дільники, що входять у розклад бодай одного з чисел a та b, а 
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, — невід’ємні цілі числа, — відповідні степені. Добуток чисел a та b має такий вигляд:
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Оскільки натуральне число є точним квадратом тоді й лише тоді, коли показники степенів при всіх його простих дільниках парні, усі суми 
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 мають бути парними. Це означає, що 
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 мають однакову парність для кожного i, 
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 — добуток тих простих чисел, степені яких у розкладі чисел a та b непарні. Оскільки розклад на прості множники кожної з часток 
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 та 
[image: image14.wmf]br

 містить тільки парні степені, ці частки є квадратами, а отже можемо записати співвідношення:
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Тоді справедливими є такі оцінки:


[image: image20.wmf]2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

)

1

(

)

1

(

1

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

+

<

=

£

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

k

k

k

a

b

s

t

s

s

s

 
[image: image21.wmf]Þ

 
[image: image22.wmf]k

s

>

.

Але звідси випливає, що 
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 — суперечність.
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2. На колі розташовані 
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 точок, які ділять його на n рівних дуг. Визначте, якою може бути найбільша кількість хорд із вершинами в даних точках таких, що хорди попарно перетинаються (тобто перетинається кожна пара хорд). Вважаємо, що хорди, які мають спільну вершину, перетинаються.
Відповідь: n хорд.
Розв’язання. Нехай точки занумеровано числами від 1 до n, як на рис. 1. Розглянемо набір хорд, кожні дві з яких перетинаються. Хай k — точка, яка є вершиною принаймні однієї хорди з вибраного набору. Тоді через 
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 позначимо першу за рухом годинникової стрілки (якщо починати рух від k) точку, яка з’єднана з точкою k хордою. Розглянемо тепер довільну хорду з набору; нехай вона з’єднує точки i та j. Позначимо таку хорду як 
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. Легко зрозуміти, що якщо хорда 
[image: image27.wmf][,]

ij

 не збігається ні з 
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, то ці дві хорди лежать по різні боки від неї, а отже не перетинаються. Це суперечить умові. Таким чином, кожна хорда збігається з хордою 
[image: image30.wmf][,]
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 для деякої точки k, тобто загальна кількість хорд не може перевищувати кількості точок n.
Залишилось навести приклад набору із n хорд, який задовольняє умову (рис. 1):
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3. Через точку P, що міститься всередині трикутника ABC, провели чевіани 
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 — деяка точка всередині 
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. Доведіть, що прямі 
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Розв’язання. Нехай 
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 (рис. 2). Тоді з формул для площі трикутника маємо:
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Аналогічно одержимо, що
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Залишається перемножити три одержані рівності та використати теорему Чеви для прямих 
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З оберненого твердження теореми Чеви випливає тоді, що прямі 
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 (які збігаються з прямими 
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4. Знайдіть усі функції 
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, які для всіх дійсних x, y задовольняють умову: 
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Відповідь: умову задовольняють п’ять функцій — 
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Розв’язання. Перевіркою переконуємось, що кожна з наведених функцій задовольняє умову задачі. Позначимо формулу з умови задачі через (*).

Нехай функція f задовольняє (*). Тоді, якщо f не є тотожним нулем, для певного числа t маємо 
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. Нехай для деяких a та b справджується умова 
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Звідси після скорочення рівних доданків дістанемо: 
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Таким чином, якщо 
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Позначимо через k значення функції f у точці 0: 
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Тепер підставимо у (*) пару чисел 
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Із того, що 
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Підставмо тепер у (*) пару 
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Таким чином, для кожного числа y значення функції 
[image: image95.wmf]{
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, але для різних значень аргументу y знаки можуть бути різними. Далі побудуємо доведення залежно від значення k.

Спершу нехай 
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Припустимо, що існують ненульові числа z, w, для яких 
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Враховуючи, що 
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Простим перебором пересвідчуємось, що кожна з чотирьох можливих комбінацій знаків дає рівність, яка не може виконуватися для ненульових z та w. Отже, при 
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Хай тепер 
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Підставимо у (*) пару 
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Із того, що 
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· Нехай 
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Легко переконатися, що така рівність не може справджуватися незалежно від комбінації знаків. Отже, єдиним розв’язком у цьому випадку залишається 
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Рівність не виконується при жодній комбінації знаків. Таким чином, єдиним розв’язком у цьому випадку є 
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10 клас

1. Розв’яжіть у натуральних числах 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Позаяк число 
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 не має натуральних дільників, відмінних від степенів двійки, для деякого натурального k повинні виконуватися рівності:
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(k не може дорівнювати нулю, оскільки 
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Зауважимо таке:
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Замість y у рівняння з умови підставимо 
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Оскільки 
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 ділиться на 4, то інше число ділитися на 4 не може, бо 
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. Отже, одне з цих чисел ділиться щонайбільше на перший степінь двійки, тому інше число має ділитися хоча б на 
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1. 
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4. 
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Легко зрозуміти, що всі чотири трійки автоматично задовольняють умову задачі, якщо вони складаються з натуральних чисел. Перша і четверта трійки є натуральними для довільного 
[image: image181.wmf]k
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; друга і третя трійки не є натуральними, тільки коли 
[image: image182.wmf]1
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2. На площині задано 100 точок, жодні три з яких не лежать на одній прямій. Точки розбивають на 10 груп так, щоб у кожній групі було принаймні три точки. Далі кожну пару точок, які належать одній і тій самій групі, з’єднують відрізком. Розглядаються трикутники, сторонами яких є проведені відрізки.
а) При якому розбитті точок на групи загальна кількість трикутників буде найменшою?
б) Чи вдасться розбити точки на групи таким чином, щоб можна було пофарбувати кожен із проведених відрізків в один із трьох кольорів так, аби при цьому не утворилося жодного трикутника з трьома сторонами однакового кольору?

[image: image286.wmf]C

Відповідь: а) у кожній групі по 10 точок; б) можна.

Розв’язання. а) Загальна кількість трикутників дорівнює
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де 
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 — кількості елементів у групах; 
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. Покажемо, що найменша кількість трикутників утворюватиметься за умови, що кожна група містить по 10 точок. Нехай це не так, і в одному з оптимальних (з погляду кількості трикутників) розбиттів якась група містить 
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 точок. Розгляньмо альтернативне розбиття, в якому одна з груп містить 
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 точку, інша група — 
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 точку, а решта груп такі самі, як в оптимальному розбитті. Тоді кількість трикутників у такому розбитті буде меншою, ніж в «оптимальному»:
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суперечність.
б) Розіб’ємо усі точки на 10 груп по 10 точок, як у першому пункті. Пофарбуймо проведені всередині кожної групи відрізки таким чином. Ділимо групу на дві підгрупи по 5 точок і нумеруємо їх: точки з першої підгрупи дістають номери 1, 2, 3, 4, 5, а з другої — 6, 7, 8, 9, 10. У перший колір фарбуємо відрізки, що з’єднують точки 1 і 2; 2 і 3; 3 і 4; 4 і 5; 5 і 1; також пари точок 6 і 7; 7 і 8; 8 і 9; 9 і 10; 10 і 6. Другим кольором фарбуємо решту відрізків у межах підгруп. Ті ж відрізки, що з’єднують точки, які належать різним підгрупам, фарбуємо третім кольором. Оскільки серед довільних трьох точок обов’язково будуть дві, що належать до однієї підгрупи, трикутника, всі сторони якого були б пофарбовані у третій колір, не утвориться. Щоб переконатися, що не утвориться також і трикутників із пофарбованими у перший чи у другий колір сторонами, розфарбування можна унаочнити.

Припустимо, що точки кожної підгрупи утворюють опуклий п’ятикутник, як на рис. 3. Тоді першим кольором забарвлено сторони п’ятикутників, а другим кольором — їхні діагоналі (у третій колір пофарбовано решту відрізків), і однобарвних трикутників справді не утворюється. Оскільки наявність однобарвних трикутників не залежить від конкретного розташування точок, розфарбування задовольнятиме умову і в тому випадку, якщо підгрупи точок не утворюватимуть опуклих п’ятикутників.
3. Задача № 3 за 11-й клас.

4. Задача № 4 за 11-й клас.

9 клас

1. Задача № 1 за 10-й клас.

2. На сторонах різностороннього гострокутного 
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. Доведіть, що незалежно від вибору точок X та Y коло, описане навколо 
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, проходить через деяку сталу точку, відмінну від A.
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Розв’язання. Позначимо описане навколо 
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 коло через 
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. Нехай точка M — середина дуги BC кола 
[image: image206.wmf]g

, яка містить точку A (рис. 4). 
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, оскільки ABC — різносторонній. Покажемо, що при довільному виборі точок X та Y описане навколо 
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 коло проходить через точку M, тобто що точки A, M, X, Y лежать на одному колі.
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. Враховуючи рівність відрізків 
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Тому 
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, що й завершує доведення.

3. Задача № 2 за 10-й клас.

4. Про раціональні числа a та b відомо, що для довільного простого числа p число 
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 є натуральним. Доведіть, що a та b — цілі. 

Розв’язання. Нехай 
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Нехай тепер 
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Якщо 
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Нехай q — один із простих дільників числа n. Оскільки 
[image: image246.wmf]222

()()

mkmkmkunq

-+=-=

M

, хоча б одне з чисел 
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Якщо 
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 для як завгодно великого p, чого, враховуючи, що 
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, бути не може. Суперечність.
8 клас

1. Нехай 
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 — перестановка чисел 
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. Визначте всі прості числа p, які можна подати у вигляді 
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Відповідь: 179.
Розв’язання. Уведімо позначення для множин чисел: 
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. Якщо просте число p можна подати у потрібному вигляді, то всі три парні числа з набору — 2, 4 і 6 — повинні належати одній і тій самій множині: якщо одне з парних чисел належить A, а інше належить B, то сума 
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 є парною, а також, очевидно, більшою за 2, тобто не може бути простою. З аналогічних міркувань числа 3 і 6, які діляться на 3, мають належати одній і тій самій множині. Тому числа 2, 3, 4 і 6 входять в одну множину — чотириелементну множину A. Це означає, що 
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. Це число справді є простим, у чому можна переконатися, перебравши його потенційні дільники 2, 3, 5, 7, 11 і 13 (бо вже 
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2. У квадраті 
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, що розбитий на одиничні квадратики, кожна комірка (квадратик 
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) пофарбована у білий колір. За один хід дозволяється перефарбувати будь-який рядок чи будь-який стовпчик великого квадрата у протилежний колір: біла комірка в цьому рядку або стовпчику стає після ходу чорною, а чорна — білою. Чи можна за скінченну кількість ходів одержати квадрат, у якому рівно N чорних комірок, де
а) 
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Відповідь: а) не можна; б) можна.
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Розв’язання. На остаточний колір комірки впливає лише кількість її перефарбувань і не впливає порядок, у якому здійснювалися ходи. Крім того, кожні два ходи (послідовні або ні) в один і той самий рядок або стовпчик можна прибрати з послідовності ходів, не змінивши результату. Тому можемо вважати, що кожен рядок та стовпчик був перефарбований не більше ніж один раз. Насамкінець, ми завжди можемо довільним чином змінити порядок рядків та стовпчиків; кількості чорних та білих клітинок лишаються при цьому незмінними. Наприклад, ми можемо «переставити» всі пофарбовані рядки та стовпчики на початок квадрата і без втрати загальності вважати, що перефарбованими були перші x послідовних рядків та перші 
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 стовпчиків (а інші рядки та стовпчики не зачіпалися). Чорними стають ті й лише ті комірки, які пофарбовано рівно один раз, тобто загалом 
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 комірок (рис. 5). 

а) Число N парне, оскільки є сумою двох доданків однакової парності, а тому N не може дорівнювати 2011.
б) Розв’яжемо в цілих числах 
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Тепер уже неважко підібрати потрібні x та y: приміром, 
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 стовпчиків приведе до потрібного результату.
3. Задача № 2 за 9-й клас.
4. Задача № 4 за 9-й клас.
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Рис. 1
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Рис. 2
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Рис. 4
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Рис. 5
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