
Íåðiâíiñòü Éåíñåíà

Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöiÿ f : [a, b] → R íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ âíèç, ÿêùî ∀λ ∈ [0, 1] ∀x1, x2 ∈ [a, b]
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

λf(x1) + (1− λ)f(x2) > f
(
λx1 + (1− λ)x2

)
.

Òåîðåìà 1. ßêùî f : [a, b] → R � íåïåðåðâíà i
f(x1) + f(x2)

2
> f

(
x1 + x2
2

)
äëÿ óñiõ x1, x2 ∈ [a, b], òî

f � îïóêëà âíèç.

Òåîðåìà 2. ßêùî f : [a, b] → R � äâi÷i äèôåðåíöiéîâíà i f ′′(x) > 0 äëÿ óñiõ x ∈ [a, b], òî f � îïóêëà

âíèç.

Òåîðåìà 3 (Íåðiâíiñòü Éåíñåíà). Íåõàé f : [a, b]→ R � îïóêëà âíèç. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ αi ∈ [0, 1]
òàêèõ, ùî α1 + · · ·+ αn = 1, i xi ∈ [a, b] (i = 1, n) ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

α1f(x1) + α2f(x2) + · · ·+ αnf(xn) > f
(
α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn

)
.

Äëÿ áiëüø ãëèáîêîãî ðîçóìiííÿ ïîíÿòòÿ îïóêëîñòi ôóíêöi¨ êîðèñíèìè áóäóòü òàêi äâà òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f : R→ R áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíó
{
(x, y) ∈ R2 : y > f(x)

}
¨¨

íàäãðàôiêîì. Äîâåäiòü, ùî f � îïóêëà âíèç òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ íàäãðàôiê � îïóêëà ìíîæèíà.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé f : [a, b]→ R � îïóêëà âíèç. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ x, x1, x2 òàêèõ, ùî

a 6 x1 < x < x2 6 b, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

f(x) − f(x1)

x− x1
6
f(x3) − f(x)

x3 − x
.

Òâåðäæåííÿ äîâîäèòè íå çàáîðîíÿ¹òüñÿ. ßêèé ãåîìåòðè÷íèé çìiñò îñòàííüîãî òâåðäæåííÿ?

Äîñèòü òåîði¨! Õî÷ó çàäà÷...

1. Äîâåñòè òîòîæíîñòi: a) loga xy = loga x+ loga y; á) logaβ x
α = α

β loga x.

2. � äiéñíi ÷èñëà x1, x2, . . . , xn. Çíàéòè ìiíiìóì ôóíêöi¨ f(x) = |x− x1|+ |x− x2|+ · · ·+ |x− xn|.

3. A,B,C �êóòè òðèêóòíèêà. Äîâåñòè, ùî à) sin A
2 sin

B
2 sin

C
2 6 1

8 , á) cosA+ cosB+ cosC 6 3
2 ,

â) ctgA+ ctgB+ ctgC >
√
3.

4. Äëÿ äîäàòíèõ ÷èñåë a, b, c äîâåñòè íåðiâíiñòü aabbcc > (abc)(a+b+c)/3.

5. Äëÿ äîäàòíèõ ÷èñåë x, y, z òàêèõ, ùî x+ y+ z = 1, äîâåñòè íåðiâíiñòü(
1+

1

x

)(
1+

1

y

)(
1+

1

z

)
> 64.

6. Äîâåñòè íåðiâíiñòü

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn > xa11 x
a2
2 . . . x

an
n ,

äå a1 + · · ·+ an = 1, xi > 0, ai > 0.

7. Äëÿ äîäàòíèõ a, b, c i íàòóðàëüíîãî m äîâåñòè íåðiâíiñòü

am

b+ c
+

bm

c+ a
+

cm

a+ b
>
3

2

(
a+ b+ c

3

)m−1

.

8. Äëÿ äîäàòíèõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn òàêèõ, ùî x1 + x2 + · · ·+ xn = 1, äîâåñòè íåðiâíiñòü

x1√
1− x1

+
x2√
1− x2

+ · · ·+ xn√
1− xn

>

√
n

n− 1
.


