Київські відбори. Розв’язання задач
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1. Діагоналі чотирикутника 
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 перетинаються у точці 
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. Позначимо основи перпендикулярів, що опущені на сторони 
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 відповідно (кожна точка попадає точно на сторону чотирикутника). Доведіть, що рівність 
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справджується тоді і тільки тоді, коди справджується рівність: 
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Розв’язання. Позначимо прямокутні трикутник числами 1, 2...., 8 як на рис.  Тоді з теореми Піфагора для кожного з цих трикутників маємо: 
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Звідси маємо, що 
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звідки й випливає наведене твердження.
2. Знайдіть набір таких чисел 
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, для яких значення суми 
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набуває найбільшого можливого значення.
Відповідь: 
[image: image24.wmf])

0

...;

;

0

;

0

;

;

1

...;

;

1

;

1

(

1006

1006

4

3

4

2

1

4

3

4

2

1

a

, де 
[image: image25.wmf]]

1

;

0

[

Î

a

, або довільна їх перестановка.
Розв’язання. Без обмеження загальності будемо вважати, що 
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, тоді задану суму, яку ми позначимо через 
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 можна переписати без модулів:
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звідки очевидно, що найбільше значення 
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 досягається при 
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 може приймати довільне значення із заданого проміжку.
3. Множина 
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 містить 2004 натуральних числа, для кожного елемента 
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. Відомо, що для кожного елемента 
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 значення 
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 однакові та менші від 2003. Знайдіть найменше можливе значення 
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, для якого виконується така властивість –будь-яка підмножина множини 
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, яка складається з 
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 елементів, містить принаймні два не взаємно прості елементи.
Відповідь: 
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Розв’язання. Позначимо через 
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 довільну підмножину, яка містить 1003 елементи, позначимо через 
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, які не є взаємно простими з елементом 
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[image: image50.wmf]S

a

Î

"

 
[image: image51.wmf]0

)

(

>

=

m

a

g

. Розглянемо множину 
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Побудуємо множину для якої це значення найменше:
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 – попарно різні прості числа. Неважко переконатись, що 
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 задовольняє умови задачі та існує підмножина з 1002 елементів, для якої усі елементи попарно взаємно прості.
4. Розглянемо таку множину: 
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. Доведіть, що існує нескінченно багато таких пар цілих чисел 
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Розв’язання. Нехай у нас є нескінченно багато пар натуральних чисел, які задовольняють умови. Оскільки 
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Оскільки 
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1. У трикутнику 
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 виконується рівність 
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Розв’язання. Позначимо через 
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2. Розглянемо усі можливі варіанти розташування у таблиці 
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[image: image107.wmf]n

 різних чисел.
Відповідь: 
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Розв’язання. Розглянемо такі упорядковані пари чисел 
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3. Для попарно взаємно простих чисел 
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4. Для заданих натуральних чисел 
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Розв’язання. Припустимо, що це не так, нехай за модулем 
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