
Êàíèêóëû 2011-2012. Äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ âàì ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ ïðî-
ñòåéøèå ôàêòû èç ëèíåéíîé àëãåáðû. Ïèøèòå â google ¾library genesis¿, ïîòîì, íà-
ïðèìåð, ëèíåéíàÿ àëãåáðà, è âûáèðàéòå êíèæêó ïîïðîùå, ñ ïðèìåðàìè. Âàì íóæíî
íåñêîëüêî ïåðâûõ ïàðàãðàôîâ (ñèñòåìû âåêòîðîâ, ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, áàçèñ, ðàç-
ìåðíîñòü).
ÂÛ ÄÎËÆÍÛ ÇÍÀÒÜ ÑËÅÄÓÞÙÅÅ: ïóñòü F �ïîëå. Îáîçíà÷èì F n ìíîæåñòâî

n-îê x = (x1, . . . , xn), xi ∈ F .

(1) Ïîíÿòèå ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ x(1), . . . , x(m).
(2) Åñëè x(1), . . . , x(m) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî m 6 n (ýòî æåëàòåëüíî óìåòü äîêà-

çûâàòü).
(3) Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ F = R, n = 2, 3, 4 óìåòü ïðîâåðÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàí-

íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìîé.
(4) Âñïîìíèòü îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â Rn. Ìîæíî ëè åãî ïåðå-

íåñòè íà F n? Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äàòü êàêîé òî
ïðîñòîé ïðèçíàê ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè (íàïðèìåð, åñëè â Rn âåêòîðà ïî-
ïàðíî îðòîãîíàëüíû, òî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû)?

Çàäà÷à 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an, n > 1 îïðåäåëåíà òàê: a1 = 1, a2 = 2, a3 = 24 è

an =
6a2n−1an−3 − 8an−1a

2
n−2

an−2an−3

ïðè n > 4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ÷èñëî an

öåëîå è äåëèòñÿ íà n.
Çàäà÷à 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an, n > 0 îïðåäåëåíà òàê: a0 = a1 = a2 = 1 è

anan+3 − an+1an+2 = n! ïðè n > 0. Äîêàæèòå, ÷òî âñå an ÿâëÿþòñÿ öåëûìè.
Ñëåäóþùèå çàäà÷è ïî êîìáèíàòîðèêå.
Çàäà÷à 3. Íàéòè âñå n äëÿ êîòîðûõ êâàäðàò ìîæíî ðàçáèòü íà n òðåóãîëüíèêîâ

îäèíàêîâîé ïëîùàäè.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü r, s � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü èç rs+1 ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñîäåðæèò èëè âîçðàñòàþùóþ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû r + 1, èëè óáûâàþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû s + 1.
Íàïîìíèì, ÷òî åñëè a1, . . . , an � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü �
ai(1), . . . , ai(k), ãäå i(1) < . . . < i(k).
Çàäà÷à 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî S öåëûõ ÷èñåë ñâîáîäíî îò ñóìì, åñëè

x+y /∈ S äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ S. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî èç n íåíóëåâûõ
öåëûõ ÷èñåë ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî, ñâîáîäíîå îò ñóìì, â êîòîðîì íå ìåíåå n/3
÷èñåë.
Çàäà÷à 6. Êàêîâà ìàêñèìàëüíàÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ñîäåðæàùåãîñÿ â åäèíè÷-

íîì êâàäðàòå? Êàêîâà ìèíèìàëüíàÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ñîäåðæàùåãî åäèíè÷íûé
êâàäðàò?
Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ïëîùàäè 1 ìîæíî

ïîìåñòèòü â ïðÿìîóãîëüíèê ïëîùàäè 2.
Çàäà÷à 8. Ïóñòü G� ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V . Äàëåå d(v) îáîçíà÷àåò ñòåïåíü

v. Ïîäìíîæåñòâî V ′ ⊂ V íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì, åñëè ïðîèçâîëüíûå äâå âåðøèíû
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èç V ′ íå ñîåäèíåíû. Äîêàæèòå, ÷òî G ñîäåðæèò õîòÿ áû
∑

v∈V
1

d(v) + 1
íåçàâèñèìûõ

âåðøèí.
Çàäà÷à 9. Åñòü n ÷åëîâåê, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ åñòü ñâîÿ íîâîñòü (è ýòà íîâîñòü

íåèçâåñòíà äðóãèì). Êîãäà îäèí çâîíèò äðóãîìó, îíè îáìåíèâàþòñÿ âñåìè íîâîñòÿìè,
êîòîðûå çíàþò. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî çâîíêîâ íóæíî, ÷òîáû êàæäûé ÷åëîâåê óçíàë
âñå íîâîñòè?
Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ìîæíî îðèåíòèðî-

âàòü (ò.å. âûáðàòü íàïðàâëåíèå íà êàæäîì ðåáðå) òàê, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû
÷èñëî âõîäÿùèõ ñòðåëîê îòëè÷àåòñÿ îò ÷èñëà âûõîäÿùèõ íå áîëåå ÷åì íà 1.
Çàäà÷à 11. Ïóñòü D�ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè. Îïðåäåëèì äèàìåòð diam(D) =

supx,y∈D d(x, y), ãäå d(x, y) îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå ìåæäó x, y. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
diam(D) 6 1, òî D ìîæíî ïîìåñòèòü â ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê ñ äëèíîé ñòîðîíû
1/
√
3.

Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî D ìîæíî ðàçáèòü íà 3 ïîäìíîæåñòâà, äèàìåòðû êîòîðûõ íå
ïðåâîñõîäÿò

√
3/2.

Çàäà÷à 12. Òàáëèöà n× n çàïîëíåíà ÷èñëàìè 1, 2, . . . , n2. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü äâà
ñîñåäíèõ ÷èñëà (êëåòêè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó), êîòîðûå îòëè÷àþòüñÿ êàê ìèíèìóì
íà n.
Ìîæíî ëè n çàìåíèòü áîëüøèì ÷èñëîì?
Çàäà÷à 13. Òàáëèöà 2k × 2k çàïîëíåíà ÷èñëàìè 1, 2, . . . , 4k2. Íàéäèòå íàèáîëüøåå

âîçìîæíîå c = c(k), òàêîå, ÷òî îáÿçàòåëüíî åñòü äâà ÷èñëà, íàõîäÿùèåñÿ â îäíîì
ðÿäêå èëè ñòîëáöå, îòëè÷àþùèåñÿ êàê ìèíèìóì íà c(k). Íàïðèìåð, c(1) = 2.
Çàäà÷à 14. Ïóñòü P1, . . . , Pn � n òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

òî÷êà P , îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé l, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç P , â êàæäîé èç äâóõ çàìêíóòûõ ïîëóïëîñêîñòåé, íà êîòîðûå ïðÿìàÿ l ðàçáèâàåò
R2, íàõîäèòñÿ õîòÿ áû n/3 òî÷åê Pi.
Çàäà÷à 15. Ïóñòü d > 3. Äîêàæèòå, ÷òî â ãðàôå, ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí

êîòîðîãî ðàâíà d, ñóùåñòâóåò íå áîëåå (e(d−1))n ñâÿçíûõ èíäóöèðîâàííûõ ïîäãðàôîâ
íà n+ 1 âåðøèíå, îäíîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííàÿ âåðøèíà.
Íàïîìíèì, ÷òî e�÷èñëî e, èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô � ïîëó÷àåòñÿ èç äàííîãî

ãðàôà âûêèäûâàíèåì íåêîòîðûõ âåðøèí (è ð¼áåð, âûõîäÿùèõ èç íèõ).
Çàäà÷à 16.Ïóñòü E = {E1, . . . , En}� íàáîð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà [m] = {1, 2, . . . ,m},

ïðè÷¼ì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ 1 6 i, j 6 n, i ̸= j, âûïîëíåíî |Ei∩Ej| = λ > 1 (λ íå çàâèñèò
îò i, j). Äîêàæèòå, ÷òî n 6 m.
Çàäà÷à 17. Ïóñòü P1, . . . , Pn � òî÷êè íà ïëîñêîñòè.

(1) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè Pi ñðåäè ðàññòîÿíèé PiPj, j ̸= i åñòü êàê

ìèíèìóì

(
n− 3

4

)1/2

− 1

2
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.

(2) êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðàç ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ýòèìè òî÷êàìè? (ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå ïàðû òî÷åê PrPs)
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(3) Äîêàæèòå, ÷òî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äàííûìè òî÷êàìè (ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ âñå ïàðû PrPs, r ̸= s) âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå 3n − 6 ðàç. Ïîïðîáóéòå
äîêàçàòü áîëåå ñèëüíóþ îöåíêó � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå âñòðå÷àåòñÿ íå áî-
ëåå 3n− cn1/2 ðàç, ãäå c > 0� àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ò.å. íå çàâèñèò îò n.

Çàäà÷à 18. Â ãîðîäå Íå÷¼òíîì n æèòåëåé. Â ýòîì ãîðîäå åñòü íåñêîëüêî êëóáîâ.
Â êàæäîì êëóáå íå÷¼òíîå ÷èñëî ÷åëîâåê. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ ðàç-
ëè÷íûõ êëóáîâ ÷èñëî èõ îáùèõ ÷ëåíîâ ÷¼òíî. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî êëóáîâ â ãîðîäå
Íå÷¼òíîì?
Çàäà÷à 19. Â ãîðîäå Ðàâíîì æèâóò n ìóæ÷èí è n æåíùèí. Â ýòîì ãîðîäå åñòü

íåñêîëüêî êëóáîâ. Êàæäûé êëóá èìååò îäèíàêîâîå ÷èñëî ìóæ÷èí è æåíùèí. Âñå
êëóáû èìåþò ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà ÷ëåíîâ. Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ êëó-
áîâ, êîëè÷åñòâî îáùèõ ìóæ÷èí ðàâíî êîëè÷åñòâó îáùèõ æåíùèí. Êàêîå íàèáîëüøåå
÷èñëî êëóáîâ ìîæåò áûòü â ãîðîäå Ðàâíîì?
Çàäà÷à 20. Äëÿ áðóñà (ïàðàëåëåïèïåäà) B = a × b × c îïðåäåëèì åãî ëèíåéíóþ

ìåðó l(B) = a+ b+ c. Ïóñòü B ñîäåðæèòñÿ â áðóñå C. Âåðíî ëè, ÷òî l(B) 6 l(C)?


