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1 Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû
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2 Èíäóêöèÿ

1. Â êó÷å ëåæèò n êàìíåé. Âàñÿ ïðîäåëûâàåò ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ: ïðîèçâîëüíóþ èç óæå èìåþùè-
õñÿ êó÷ (â êîòîðîé áîëüøå 1 êàìíÿ) îí ðàçäåëÿåò íà äâå ÷àñòè è ïðèáàâëÿåò ê óæå èìåþùåìóñÿ
÷èñëó ïðîèçâåäåíèå êîëè÷åñòâ êàìíåé â êó÷àõ, íà êîòîðûå îí ðàçäåëèë. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè
ëþáîì ñïîñîáå ðàçáèåíèÿ êó÷ â êîíöå âûéäåò îäíî è òî äå ÷èñëî.

2. Ïóñêàé π � ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç z(π) êîëè÷åñòâî öèêëîâ â
ýòîé ïåðåñòàíîâêå. Äîêàæèòå, ÷òî ∑

π

2z(π) = (n+ 1)!.

3. Äàíî n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî è 2n−1 åãî ïîäìíîæåñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî ó ëþáûõ òð¼õ ïîäìíî-
æåñòâ åñòü îáùèé ýëåìåíò. Äîêàæèòå, ÷òî ó âñåõ ïîäìíîæåñòâ åñòü ðîâíî îäèí îáùèé ýëåìåíò.

3 Ïîäñ÷¼ò äâóìÿ ñïîñîáàìè
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4. Ïóñêàé pn(k) � êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê {1, 2, . . . , n} ñ k ôèêñèðîâàííûìè òî÷êàìè. Äîêàæèòå,
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5. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî 50 òî÷åê, íèêàêèå òðè ç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Èõ ïîêðàñèëè
â 4 öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî áóäåò ìèíèìóì 130 îäíîöâåòíûõ ðàçíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ íà ýòèõ
âåðøèíàõ

6. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî 2009 òî÷åê. ×àñòü èç íèõ ïîêðàøåíî â ñèíèé öâåò, îñòàëüíûå � â êðàñíûé.
Èçâåñòíî, ÷òî íà êàæäîé åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â ñèíåé òî÷êå ëåæèò ðîâíî 2 êðàñíûå.
Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ñèíèõ òî÷åê.

7. Ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ ïî ìîäóëþ 1000.
Îáîçíà÷èì ÷åðåçm ÷èñëî ïàð (x, y), äëÿ êîòîðûõ f(x) = g(y), ÷åðåç n� äëÿ êîòîðûõ f(x) = f(y),
÷åðåç k � äëÿ êîòîðûõ g(x) = g(y). Äîêàæèòå, ÷òî 2m ≤ n+ k.

8. Äàíî n òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü èõ ïîäìíîæåñòî èç íå ìåíåå, ÷åì
√
n

ýëåìåíòîâ òàêîå, ÷òî ñðåäè òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ýòîãî ïîäìíîæåñòâà íåòó íè
îäíîãî ïðàâèëüíîãî.

9. Ìíîãîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî ñòîðîí áîëüøå 3, ðàçðåçàëè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè íà òðå-
óãîëüíèêè. Ïóñêàé x� êîëè÷åñòâî ïîëó÷èâøèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ, äâå ñòîðîíû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
ñòîðîíàìè ìíîãîóãîëüíèêà. y � êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ, îäíà ñòîðîíà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòî-
ðîíî ìíîãîóãîëüíèêà, à z � êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ, ÷òî íèêàêèå èõ ñòîðîíû íå ÿâëÿþòñÿ
ñòîðîíàìè ìíîãîóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî

x = z + 2.

10. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî n òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêîâ ïëîùàäè 1 ñ
âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ íå áîëüøå
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11. Íà âå÷åðèíêó ïðèøëè n ÷åëîâåê. Êàæäûå äâà èç íèõ � ëèáî çíàêîìû, ëèáî íåò. Êàêîå íàèáîëü-
øåå êîëè÷åñòâî ïàð íåçíàêîìöåâ, ó êîòîðûõ åñòü îáùèé äðóã, ìîæåò áûòü?

12. Íà ôåñòèâàëü ïðèåõàëè 8 ïåâöîâ. Îðãàíèçàòîðû õîòÿò ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå êîíöåðòîâ òàê,
÷òî â êàæäîì êîíöåðòå âûñòóïàëî ïî 4 ïåâöà è ëþáàÿ ïàðà ïåâöîâ ó÷àñòâîâàëà â îäèíàêîâîì
êîëè÷åñòâå êîíöåðòîâ. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî êîíöåðòîâ.

13. Â êîìïàíèè 2N ìàëü÷èêîâ è 6 äåâî÷åê. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû äåâî÷åê ñóùåñòâóåò
ðîâíî N ìàëü÷èêîâ, êîòîðûå çíàêîìû ñ îäíî è íå çíàêîìû ñ äðóãîé äåâî÷êîé. Äîêàæèòå, ÷òî
êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ, çíàêîìûõ ñî âñåìè äåâî÷êàìè, íå ïðåâûøàåò

N
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.

14. Â øêîëå ó÷èòñÿ 2007 ìàëü÷èêîâ è 2007 äåâî÷åê. Êàæäûé øêîëüíèê õîäèò íå áîëåå, ÷åì íà 100
êðóæêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ïàðà (äåâî÷êà è ìàëü÷èê) õîäÿò â îäèí îáùèé äëÿ íèõ êðóæîê.
Äîêàæèòå, ÷òî íà êàêîé-òî êðóæîê õîäèò ìèíèìóì 11 ìàëü÷èêîâ è 11 äåâî÷åê.

15. n øêîëüíèêîâ õîäÿò íà êðóæêè. Èçâåñòíî, ÷òî íà êàæäûé êðóæîê õîäèò ìèíèìóì 2 øêîëüíèêà.
Òàêæå, åñëè â äâóõ êðóæêàõ åñòü õîòÿ áû äâà îáùèõ øêîëüíèêà, òî êîëè÷åñòâî øêîëüíèêîâ,
êîòîðûå õîäÿò â íèõ, ðàçíàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî êëàññîâ íå áîëåå, ÷åì (n− 1)2.

16. Íà âå÷åðèíêå áûëî 12k ëþäåé. Êàæäûé ïîæàë ðóêó 3k + 6 ëþäÿì. Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî äëÿ
ëþáîé ïàðû êîëè÷åñòâî ëþäåé, ïîïðèâåòñòâîâàâøèõ îáîèõ, îäèíàêîâî. Ñêîëüêî ÷åëîâåê áûëî
íà âå÷åðèíêå?

17. Â Äóìå 1600 äåïóòàòîâ, êîòîðûå îáðàçîâàëè 16000 êîìèòåòîâ ïî 80 ÷åëîâåê â êàæäîì. Äîêàæèòå,
÷òî íàéä¼òñÿ äâà êîìèòåòà, â êîòîðûõ íå ìåíåå 4 îáùèõ ÷ëåíîâ.

18. Â êëàññå a ìàëü÷èêîâ è b äåâî÷åê. Êàæäûé ìàëü÷èê ñ÷èòàåò êàæäóþ äåâî÷êó ëèáî óìíîé, ëèáî
êðàñèâîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îöåíêè ëþáîé ïàðû ìàëü÷èêîâ ñîâïàäàþò íå áîëüøå, ÷åì äëÿ k
äåâî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî k
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