
Òåîðåìà Æèãìîíäi

Òåîðåìà 1 (Æèãìîíäi, Zsigmondy). Íåõàé a òà n� öiëi ÷èñëà, áiëüøi çà 1. Òîäi iñíó¹ ïðîñòèé
äiëüíèê q ÷èñëà an − 1, ÿêèé íå äiëèòü æîäíå ç ÷èñåë ai − 1 äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ i ìåíøèõ n,
êðiì äâîõ âèïàäêiâ:

• n = 2, a = 2s − 1, äå s ≥ 2;

• n = 6, a = 2.

Òàêå ÷èñëî q íàçèâàþòü ïðîñòèì ÷èñëîì Æèãìîíäi (Zsigmondy prime).

Îçíà÷åííÿ 1. Äëÿ n ≥ 1 ìíîãî÷ëåíîì ïîäiëó êîëà íàçèâà¹òüñÿ ìíîãî÷ëåí Φn, òàêèé ùî

Φn =

ϕ(n)∏
i=1

(x− εi)

äå εi � ïåðâiñíi êîðåíi n-îãî ñòåïåíþ ç îäèíèöi.

Îçíà÷åííÿ 2. Ôóíêöi¹þ Ìåáióñà íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ µ(n), òàêà ùî

• µ(n) = 0, ÿêùî n = p2k

• µ(n) = 1, ÿêùî n = 1

• µ(n) = (−1)k, ÿêùî n = p1p2 . . . pk

Ïëàí äîâåäåííÿ

• ßêùî a > 1, òî (a+ 1)ϕ(n) > Φn(a) > (a− 1)ϕ(n)

•
∑

d|n µ(d) = 0, ÿêùî n > 1,
∑

d|n µ(d) = 1, ÿêùî n = 1

• ßêùî F : Z→ Z òà f : Z→ Z òàêi ôóíêöi¨, ùî

F (n) =
∏
d|n

f(d)

, òî

f(n) =
∏
d|n

F (
n

d
)µ(d)

.

• ßêùî n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî

Xn − 1 =
∏
d|n

Φd(X)

• ßêùî n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî

Φn(X) =
∏
d|n

(X
n
d − 1)µ(d)

• Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, à p � ïðîñòå. Òîäi Φpn(X) = Φn(Xp), ÿêùî p|n òà Φpn(X) =
Φn(Xp)
Φn(X)

, ÿêùî p - n



• Íåõàé a > 1 òà n = qir, ïðè÷îìó i ≥ 1, q � ïðîñòå, ùî íå äiëèòü r. Íåõàé b = aq
i−1
. Òîäi

Φn(a) >

(
bq − 1

b+ 1

)ϕ(n)

• Íåõàé a > 1 òà n > 1 � íàòóðàëüíi ÷èñëà. Íåõàé q ¹ ïðîñòèì äiëüíèêîì Φn(a). Òîäi ÿêùî
q íå ¹ ïðîñòèì Æèãìîíäi äëÿ (a, n) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè q|n. Ïðè÷îìó, ÿêùî q íå ¹
ïðîñòèì Æèãìîíäi, òî q � íàéáiëüøèé ïðîñòèé äiëüíèê n. Òîäi n = qir òà r|q − 1, áiëüøå
òîãî, q2 - Φn(a), êðiì âèïàäêó, êîëè q = n = 2. Îòæå, ÿêùî äëÿ ïàðè (a, n) íåìà¹ æîäíîãî
ïðîñòîãî Æèãìîíäi, òî Φn(a) � ñòåïiíü q, à ÿêùî n > 2, òî Φn(a) = q.

• Òåîðåìà Æèãìîíäi

Çàäà÷à 1. Íåõàé b, m, n � íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêi ùî bn−1 òà bm−1 ìàþòü îäíàêîâó ìíîæèíó
äiëüíèêiâ. Äîâåäiòü, ùî b+ 1 � ñòåïiíü 2.


