
Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå, ÷òî ε = e2πik/n ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ñòåïåíè n èç
1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (k, n) = 1. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè m ̸= n, òî ìíîæåñòâà
ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ñòåïåíåé m è n íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Çàäà÷à 2. Îáîçíà÷èì Φn(x) êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí ïîðÿäêà n. Äîêàæèòå, ÷òî îí

èìååò òàêèå ñâîéñòâà:

(1) Φn(x) ∈ Z[x],
(2) Åñëè n > 1 íå÷¼òíî, òî Φn(−1) = 1,
(3) Åñëè n > 1 íå÷¼òíî, òî Φ2n(x) = Φn(−x),
(4) Φn(x) =

∏
d|n(x

d − 1)µ(n/d),

(5) Ïóñòü p ïðîñòîå. Òîãäà Φpn(x) = Φn(x
p) åñëè n äåëèòñÿ íà p, è Φpn(x) =

Φn(x
p)/Φn(x) åñëè (n, p) = 1.

(6) Íàéòè Φ105(x),Φ36(x),
(7) Íàéòè çíà÷åíèÿ Φn(±1).
(8) Ìíîãî÷ëåí Φn(x) íåïðèâîäèì íàä Q (ýòî âàì äîêàçûâàòü íå íàäî).

Çàäà÷à 3. Äàíî íå÷¼òíîå ÷èñëî n. Îáîçíà÷èì R = {r1, . . . , rk} ìíîæåñòâî âñåõ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë ìåíüøèõ n è âçàèìíîïðîñòûõ ñ n. Äëÿ i = 0, 1, . . . , n−1 îáîçíà÷èì ai
êîëè÷åñòâî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ J ⊂ {1, 2, . . . , k}, äëÿ êîòîðûõ

∑
j∈J rj äà¼ò îñòàòîê

i ïðè äåëåíèè íà n. Äîêàæèòå, ÷òî a0 = a1 = . . . = an−1 è íàéäèòå a0.
Çàäà÷à 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë an, n > 1 òàêîâà, ÷òî 2n =

∑
d|n ad.

Äîêàæèòå, ÷òî an äåëèòñÿ íà n.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, bn íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë óäî-

âëåòâîðÿþò bn =
∏

d|n ad. Âûðàçèòå an ÷åðåç bn.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî n =
∑

d|n φ(d) è φ(n) = n
∑

d|n µ(d)/d.

Çàäà÷à 7.Ôóíêöèþ α : N → R íàçîâ¼ì ìóëüòèïëèêàòèâíîé åñëè α(mn) = α(n)α(m)
äëÿ âñåõ âçàèìíîïðîñòûõ m,n.

(1) Ïðîâåðüòå, ÷òî Id(n) = n, µ(n) ìóëüòèïëèêàòèâíû,
(2) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè α, β ìóëüòèïëèêàòèâíû, òî èõ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñâ¼ðòêà

òàêæå ìóëüòèïëèêàòèâíà,
(3) Äîêàæèòå ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ÷òî φ(n) ìóëüòèïëèêàòèâíà. Ñ

ïîìîùüþ ýòîãî âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ φ(n).

Íåìíîãî î ðàçáèåíèÿõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n, êîòîðûå

íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå x3
1 + x5

2 + x7
3 + x9

4 + x11
5 (xi íàòóðàëüíûå).

Çàäà÷à 9. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n îáîçíà÷èì f(n) êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé n â ñóììó
ñòåïåíåé äâîéêè 2k, k > 0. Ïîðÿäîê ðîëè íå èãðàåò.

(1) Íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ F (x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(n). Ñîñòàâèòü óðàâ-
íåíèå äëÿ F (x). Èç íåãî íàéòè ðåêêóðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ f(n). Äîêàçàòü
èõ êîìáèíàòîðíî.

(2) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n > 3 2n
2/4 < f(n) < 2n

2/2.

Çàäà÷à 10. Îáîçíà÷èì p(n) êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé n â ñóììó íàòóðàëüíûõ ñëàãàå-
ìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 2 2[

√
n] < p(n) < n3[

√
n].
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Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû
ñëàãàåìûõ âèäà 2x3y, x, y > 0, ãäå íèêàêîå ñëàãàåìîå íå äåëèò äðóãîå.
Çàäà÷à 12. Ïóñòü a1, a2, . . .� âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ

öåëûõ ÷èñåë, òàêàÿ, ÷òî êàæäîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ïðåäñòàâèìî â âèäå ai + 2aj + 4ak, ãäå i, j, k íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû. Ñóùåñòâóåò ëè
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü? Âåðíî ëè, ÷òî îíà åäèíñòâåííà? Åñëè äà, òî íàéòè a2011.


