
Îáùèå âîïðîñû î íåïîäâèæíîé òî÷êå.
Çàäà÷à 1. Ïóñòü f : [a, b] → [a, b]�íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò ξ, òàêîå, ÷òî f(ξ) = ξ. Òàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæå-
íèÿ f . Âåðíî ëè áóäåò ýòî óòâåðæäåíèå, åñëè âìåñòî îòðåçêà ðàññìàòðèâàòü èíòåðâàë
(a, b) ?
Çàäà÷à 2. Ïóñòü D0 = {x2 + y2 < 1}� îòêðûòûé êðóã â R2. Ïîñòðîéòå ïðèìåð

íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : D0 → D0 áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
Çàäà÷à 3. Ïóñòü n > 1. Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé êðóã D = {x2 + y2 6 1}. Ñäåëàåì

â íåì n äûðîê, ò.å. âûðåæåì îòêðûòûå êðóãè D1, . . . , Dn èç D (ãðàíèöû ýòèõ êðóãîâ
ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ ãðàíèöåé èñõîäíîãî êðóãà). Ïîëó÷åíûé
ïðîäûðÿâëåíûé êðóã îáîçíà÷èì D̃. Ïîñòðîéòå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : D̃ → D̃
áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
Çàäà÷à 4.(Ëåììà Øïåðíåðà) Ïóñòü ∆� òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè A,B,C. Ïóñòü

∆ ðàçáèò íà ìàëûå òðåóãîëüíèêè, ïðè÷åì âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: ëþáûå äâà
ìàëûõ òðåóãîëüíèêà èëè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, èëè èìåþò òîëüêî îáùóþ âåðøè-
íó, èëè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó. Òàêîå ðàçáèåíèå áóäåì íàçûâàòü òðèàíãóëÿöèåé. (ÍÅ
ÊÀÆÄÎÅ ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ßÂËßÅÒÑß ÒÐÈÀÍÃÓËßÖÈÅÉ). Ìàëûå òðåóãîëüíèêè
íàçûâàþò ãðàíÿìè òðèàíãóëÿöèè, ñòîðîíû ìàëûõ òðåóãîëüíèêîâ åå ðåáðàìè, èõ âåð-
øèíû íàçûâàþò âåðøèíàìè òðèàíãóëÿöèè.
Ïóñòü âñå âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè ïîêðàøåíû â îäèí èç òðåõ öâåòîâ 1,2,3. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî A èìååò öâåò 1, B öâåò 2, C öâåò 3. Êðîìå òîãî, êàæäàÿ âåðøèíà
òðèàíãóëÿöèè, ëåæàùàÿ íà AB èìååò öâåò 1 èëè 2, íà BC öâåò 2 èëè 3, íà CA öâåò
3 èëè 1.
Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçíîöâåòíûõ ãðàíåé òðèàíãóëÿöèè íå÷åòíî.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü ∆� òðåóãîëüíèê, f : ∆ → ∆�íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ñ ïî-

ìîùüþ ëåììû Øïåðíåðà äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ ∆ òàêàÿ, ÷òî f(ξ) = ξ.
Çàäà÷à 6.ÏóñòüD� çàìêíóòûé êðóã â R2, f : D → D�íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

Ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåé çàäà÷è äîêàæèòå, ÷òî ó f åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Äîêàæèòå
àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå åñëè D ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì n-óãîëüíèêîì.
Çàäà÷à 7.(3-ìåðíàÿ ëåììàØïåðíåðà) Ïóñòü∆� òåòðàåäð âR3 ñ âåðøèíàìèA0, A1, A2, A3.

Ïóñòü çàäàíà òðèàíãóëÿöèÿ ∆ íà òåòðàåäðû. (äàéòå îïðåäåëåíèå òðèàíãóëÿöèè àíà-
ëîãè÷íîå äëÿ òðåóãîëüíèêà)
Ïóñòü êàæäàÿ âåðøèíà òðèàíãóëÿöèè ïîêðàøåíà â îäèí èç öâåòîâ 0,1,2,3, ïðè÷åì

âåðøèíà Ak èìååò öâåò k, è åñëè âåðøèíà òðèàíãóëÿöèè ïðèíàäëåæèò ãðàíè èñõîäíîãî
òåòðàåäðà, òî åå öâåò ñîâïàäàåò ñ öâåòîì îäíîé èç âåðøèí ýòîé ãðàíè, àíàëîãè÷íîå
óñëîâèå ñòàâèì äëÿ ðåáðà èñõîäíîãî òåòðàåäðà.
Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçíîöâåòíûõ òåòðàåäðîâ íå÷åòíî.
Çàäà÷è î íåïîäâèæíîé òî÷êå.
Çàäà÷à 1. Ïóñòü f : (0,∞) → (0,∞)�íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì f(f(x)) =

2x3. Íàéòè f(1/
√
2).

Çàäà÷à 2. Íàéòè âñå ôóíêöèè f : (0,∞) → (0,∞), òàêèå, ÷òî

(1) f(xf(y)) = yf(x) äëÿ âñåõ x, y > 0;
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(2) limx→∞ f(x) = 0.
Çàäà÷à 3. Ïóñòü f : [0, 1] → R�íåïðåðûâíàÿ íà [0, 1], äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà (0, 1)

ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(0) = 1, f(1) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò a < b èç
(0, 1), äëÿ êîòîðûõ f ′(a)f ′(b) = 1.
Çàäà÷à 4. Íàéòè âñå f : (−1,∞) → (−1,∞) òàêèå, ÷òî f(x + f(y) + xf(y)) =

y + f(x) + yf(x) è ôóíêöèÿ f(x)/x âîçðàñòàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (−1, 0) è
(0,∞).
Çàäà÷à 5. Îáîçíà÷èì N0 = N∪{0}. Íàéòè âñå f : N0 → N0 òàêèå, ÷òî f(m+f(n)) =

f(f(m)) + f(n).
Çàäà÷à 6.ÏóñòüG�íåïóñòîå ìíîæåñòâî íåïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, êàæäàÿ ôóíêöèÿ

èç G èìååò âèä f(x) = ax+ b. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
(1) åñëè f, g ∈ G, òî f(g) ∈ G;
(2) åñëè f ∈ G, òî f−1 ∈ G (îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ);
(3) ó êàæäîé ôóíêöèè f ∈ G åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.

Äîêàæèòå, ÷òî ó âñåõ ôóíêöèé èç G åñòü îáùàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.
Çàäà÷à 7. Íàéòè âñå f : (0,∞) → (0,∞) òàêèå, ÷òî x2(f(x)+f(y)) = (x+y)f(yf(x)).
Çàäà÷à 8. Íàéòè âñå f : R → R òàêèå, ÷òî f(f(x)) = x2 − 2 äëÿ âñåõ x ∈ R.

Çàäà÷à 9. Çàäàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé

{
x = x3 + x2y + xy2 − sinx5 + 0.5y

y = y3 + 2x2y + 2xy2 + sinx5 + 0.5x.
Äî-

êàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû (x0, y0) òàêîå, ÷òî x0, y0 ∈ (0, 1).

Çàäà÷à 10. Çàäàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé


x1 − x2

2 − 2x2x3 − x1x2 + sin x3
2 − x3

3 = 0,

x2 − x2
3 − x1x3 + x3

3 + sin(x2
1x3) = 0,

x3 − x2
1 − x1x2 − x1x3 − sin(x2

1x3)− sinx3
2 = 0.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå (x∗
1, x

∗
2, x

∗
3), ãäå âñå x

∗
i ∈ (0, 1).


