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1. Äîâåäiòü, ùî ñåðåä áóäü-ÿêèõ n+ 1 ÷èñåë ç ìíîæèíè {1, 2, · · · , 2n} çíàéäóòüñÿ äâà òàêèõ, ùî

îäíå äiëèòüñÿ íà iíøå.

2. Íåõàé ai, bi, 1 ≤ i ≤ 7 − íåâiä'¹ìíi äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî ai + bi ≤ 2. Äîâåäiòü, ùî iñíóþòü

iíäåêñè i, j òàêi, ùî |ai − aj |+ |bi − bj | ≤ 1.

3. Ñóìà äiéñíèõ ÷èñåë x1, x2, · · · , xn − öiëà. Äîâåäiòü, ùî ìîæíà âèáðàòè äåêiëüêà ç öèõ ÷èñåë

òàê, ùîá äðîáîâà ÷àñòèíà ñóìè öèõ ÷èñåë íå ïåðåâèùóâàëà 1
n .

4. Íåõàé S − ìíîæèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç 10 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç ñóìîþ ìåííøîþ çà 250. Äî-

âåäiòü, ùî ìîæíà âèáðàòè äâi ïiäìíîæèíè A,B ⊂ S òàêi, ùî |A| = |B|, A ∩ B = ∅ òà ñóìà

åëåìåíòiâ A äîðiâíþ¹ ñóìi åëåìåíòiâ B.

5. Íåõàé S ⊂ {1, 2, · · · , 100}, |S| = 16. Äîâåäiòü, ùî çíàéäóòüñÿ ÷îòèðè ðiçíi ÷èñëà a, b, c, d ∈ S
òàêi, ùî a+ b = c+ d.

6. Òàáëèöÿ n × n çàïîâíåíà ÷èñëàìè âiä 1 äî n òàê, ùî êîæíå ÷èñëî âèêîðèñòàíî ðiâíî n ðàç.

Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ ðÿäîê àáî ñòîâï÷èê â ÿêîìó ¹ ïðèíàéìíi
√
n ðiçíèõ ÷èñåë.

7. Çíàéäiòü íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî n òàêå, ùî ÿêùî n êëiòèíîê êâàäðàòíî¨ òàáëèöi

1000× 1000 ïîôàðáîâàíi, òî çíàéäåòüñÿ ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè â öåíòðàõ ïî-

ôàðáîâàíèõ êëiòèíîê, ç êàòåòàìè ïàðàëåëüíèìè äî ñòîðií òàáëèöi.

8. Äàíî íàòóðàëüíi ÷èñëà n1 < n2 < · · · < n2000 < 10100. Äîâåäiòü, ùî iñíóþòü äâi ìíîæèíè

A,B ⊂ {n1, n2, · · · , n2000} òàêi, ùî |A| = |B|, A ∩ B = ∅,
∑

x∈A x =
∑

x∈B x i
∑

x∈A x2 =∑
x∈B x2.

9. Â êîæíié êëiòèíöi íåñêií÷åííî¨ êëiò÷àñòî¨ ïëîùèíè çàïèñàíî äiéñíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî äâi

ôiãóðè F1 òà F2 íà ïëîùèíi, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç äåêiëüêîõ êëiòèíîê. Âiäîìî, ùî ñóìà ÷èñåë

â áóäü-ÿêié êëiò÷àñòié ôiãóði, ùî îòðèìàíà ç F1 çà äîïîìîãîþ ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó ¹ äî-

äàòíîþ. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ êëiò÷àñòà ôiãóðà, ùî îòðèìàíà ç F2 çà äîïîìîãîþ ïàðàëåëüíîãî

ïåðåíîñó òàêà, ùî ñóìà ÷èñåë â êëiòèíêàõ öi¹¨ ôiãóðè ¹ äîäàòíîþ.

10. Íåõàé x1, x2, · · · , xn − äiéñíi ÷èñëà, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó x2
1 + · · ·+ x2

n = 1. Äîâåäiòü, ùî

äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî k ≥ 2 iñíóþòü öiëi ÷èñëà a1, · · · , an, íå âñi ðiâíi íóëþ, òàêi, ùî

|ai| ≤ k − 1 äëÿ êîæíîãî 1 ≤ i ≤ n i |a1x1 + · · ·+ anxn| ≤ (k−1)
√
n

kn−1 .

11. Íà êîëi äàíî n òî÷îê ìiæ ÿêèìè ïðîâåäåíî kn+ 1 õîðä. Äîâåäiòü, ùî ñåðåä öèõ õîðä ìîæíà

âèáðàòè k + 1 òàê, ùî æîäíi äâi ç íèõ íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

12. Íåõàé x1, · · · , xn ≤ m; y1, · · · , ym ≤ n, äå x1, · · · , xn, y1, · · · , ym − íàòóðàëüíi ÷èñëà. Äîâåäiòü,

ùî iñíóþòü äâi íåïóñòi ïiäìíîæèíè S1 ⊆ {x1, x2, · · · , xn} òà S2 ⊆ {y1, y2, · · · , ym} ç ðiâíîþ

ñóìîþ åëåìåíòiâ.

13. Íåõàé n, m − íàòóðàëüíi ÷èñëà. Äàíî ãðàô ç n âåðøèí òàêèé, ùî ñòåïiíü êîæíî¨ âåðøèíè

äîðiâíþ¹ m. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî k ≤ m+ 1 ìîæíà âèáðàòè ùîíàéìåíøå
kn

m+1 âåðøèí òàêèõ, ùî ñåðåä öèõ âåðøèí íå iñíó¹ k + 1 ïîïàðíî ç'¹äíàíèõ ìiæ ñîáîþ.

14. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü ç 0 òà 1 çáàëàíñîâàíîþ ÿêùî âîíà ìiñòèòü ðiâíî

n íóëiâ òà ðiâíî n îäèíèöü. Äâi çáàëàíñîâàíi ïîñëiäîâíîñòi a òà b íàçâåìî ñóñiäíiìè ÿêùî â

a ìîæíà ïåðåñòàâèòè îäèí ç 2n ñèìâîëiâ íà iíøó ïîçèöiþ ùîá îòðèìàòè b. Äîâåäiòü, ùî

iñíó¹ ìíîæèíà S, ùî ñêëàäà¹òüñÿ íå áiëüøå íiæ ç
Cn

2n

n+1 çáàëàíñîâàíèõ ïîñëiäîâíîñòåé òàêà,

ùî áóäü-ÿêà çáàëàíñîâàíà ïîñëiäîâíiñòü íàëåæèòü S àáî ìà¹ ñóñiäíþ â S.

15. Äàíî öiëi ÷èñëà a1, a2, · · · , an, n > 1 òàêi, ùî æîäíå ç íèõ íå äiëèòüñÿ íà n i n íå äiëèòü

a1 + a2 + · · · an. Äîâåäiòü. ùî iñíó¹ ïðèíàéìíi n ðiçíèõ ïîñëiäîâíîñòåé e1, e2, · · · , en ÷èñåë 0

àáî 1 òàêèõ, ùî e1a1 + e2a2 + · · · enan äiëèòüñÿ íà n.


