1 тур

1. Задана трапеція 
[image: image1.wmf]ABCD

 з основами 
[image: image2.wmf]AB

 і 
[image: image3.wmf]CD

. Нехай існують такі точки 
[image: image4.wmf]E

 на прямій 
[image: image5.wmf]BC

, зовні відрізку 
[image: image6.wmf]BC

, та точка 
[image: image7.wmf]F

 всередині відрізку 
[image: image8.wmf]AD

 такі, що 
[image: image9.wmf]CBF
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. Позначимо через 
[image: image10.wmf]I

 та 
[image: image11.wmf]J

 точки перетину з прямою 
[image: image12.wmf]EF

 прямих 
[image: image13.wmf]CD

 та 
[image: image14.wmf]AB

 відповідно. Нехай точка 
[image: image15.wmf]K

 – середина відрізку 
[image: image16.wmf]EF

 і вона не лежить на прямій 
[image: image17.wmf]AB

. Довести, що точка 
[image: image18.wmf]K

 лежить на колі, що описане навколо трикутника 
[image: image19.wmf]ABI

 тоді і тільки тоді, коли точка 
[image: image20.wmf]K

 лежить на колі, що описане навколо трикутника 
[image: image21.wmf]CDJ
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2. (Лішунов Віталій) Нехай 
[image: image22.wmf]c
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 – сторони деякого трикутника. Знайти найменше значення 
[image: image23.wmf]k

, для якого завжди виконується нерівність 
[image: image24.wmf]k
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3. Нехай 
[image: image25.wmf]S

 – це деяка множина, що складається з 
[image: image26.wmf]n

 елементів, 
[image: image27.wmf]F

 – це сукупність підмножин 
[image: image28.wmf]S

, що складається з 
[image: image29.wmf]1
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 таких підмножин, що кожні три такі підмножини мають непорожній перетин. 


а) Показати, що перетин усіх підмножин з 
[image: image30.wmf]F

 непорожній.


б) Якщо замінити кількість множин з 
[image: image31.wmf]1
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 чи зміниться попередня відповідь?
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4. Нехай 
[image: image33.wmf]n

 – деяке натуральне число. Знайти всі функції 
[image: image34.wmf]R
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 (тобто функції, визначені на множині усіх додатних дійсних чисел з дійсними значеннями), для яких виконується рівність 
[image: image35.wmf](
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  для будь-яких додатних дійсних чисел 
[image: image36.wmf]y
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5. Нехай 
[image: image37.wmf]A

, 
[image: image38.wmf]B

, 
[image: image39.wmf]C

, 
[image: image40.wmf]D

 та 
[image: image41.wmf]E

 – послідовні точки на колі з центром в точці 
[image: image42.wmf]O

, такі, що 
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. Нехай точки 
[image: image44.wmf]1
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, 
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 та 
[image: image46.wmf]3
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 – це точки перетину висот трикутників 
[image: image47.wmf]ACD

, 
[image: image48.wmf]BCD

 та 
[image: image49.wmf]BCE

 відповідно. Довести, що трикутник 
[image: image50.wmf]3
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6. Знайти всі непарні прості числа 
[image: image51.wmf]p

, для яких існує натуральне 
[image: image52.wmf]g

, при якому множини 
[image: image53.wmf](
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7. Нехай 
[image: image55.wmf]n
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 – різні натуральні числа, 
[image: image56.wmf]3
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. Довести, що існують різні індекси 
[image: image57.wmf]i

 та 
[image: image58.wmf]j

, такі що 
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 не ділить жодне з чисел 
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8. (Білецький Юрій) Задані два кола 
[image: image61.wmf]1
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 та 
[image: image62.wmf]2
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 з центрами у точках 
[image: image63.wmf]1
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 та 
[image: image64.wmf]2
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 відповідно. На колі 
[image: image65.wmf]2
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 вибрали деяку точку 
[image: image66.wmf]K

 і побудували два кола – 
[image: image67.wmf]3

g

, яке дотикається до кола 
[image: image68.wmf]2

g

 у точці 
[image: image69.wmf]K

 і кола 
[image: image70.wmf]1
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 у точці 
[image: image71.wmf]A

, та 
[image: image72.wmf]4
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, яке дотикається до кола 
[image: image73.wmf]2

g

 у точці 
[image: image74.wmf]K

 і кола 
[image: image75.wmf]1
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 у точці 
[image: image76.wmf]B

. Довести, що незалежно від вибору точки 
[image: image77.wmf]K

 на колі 
[image: image78.wmf]2
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, усі прямі 
[image: image79.wmf]AB

 проходять через фіксовану точку площини.

9. Нехай 
[image: image80.wmf]S

 – це деяка підмножина дійсних чисел. Назвемо пару функцій 
[image: image81.wmf])
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 – іспанською парою для множини 
[image: image82.wmf]S

, якщо вони задовольняють такі умови: 

1) обидві функції є строго зростаючими, тобто 
[image: image83.wmf]S
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2) 
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 справджується нерівність: 
[image: image87.wmf](
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З’ясувати, чи існує іспанська пара, якщо:


а) множина 
[image: image88.wmf]N
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 – множина натуральних чисел;


б) множина 
[image: image89.wmf]{
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10. Всередині опуклого чотирикутника 
[image: image90.wmf]ABCD

 вибрані точки 
[image: image91.wmf]P

 та 
[image: image92.wmf]Q

 таким чином, що 
[image: image93.wmf]PQDA

 та 
[image: image94.wmf]QPBC

 – вписані чотирикутники. Припустимо, що існує така точка 
[image: image95.wmf]E

 на відрізку 
[image: image96.wmf]PQ

, що 
[image: image97.wmf]QDE
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. Довести, що чотирикутник 
[image: image99.wmf]ABCD

 також вписаний.

11. Нехай задано натуральні числа 
[image: image100.wmf]n

m
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. Розглянемо таблицю розміром 
[image: image101.wmf]n

n
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, у комірках якої довільним чином записані усі числа від 
[image: image102.wmf]1

 до 
[image: image103.wmf]2
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. В кожному рядочку таблиці пофарбуємо в жовтий колір 
[image: image104.wmf]m

 найбільших елементів. Аналогічно, блакитним пофарбуємо 
[image: image105.wmf]m

 найбільших елементів в кожному стовпчику. Знайти найменшу можливу кількість клітинок, що пофарбовані жовтим і блакитним одночасно.

12. (Петровський Дмитро) Позначимо у гострокутного 
[image: image106.wmf]ABC
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 зі сторонами 
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 відповідно через 
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. Довести нерівність: 
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