Відбір команди України на 52-гу Міжнародну математичну олімпіаду
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1. (Седракян Наїрі) Задано правильний 
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, та точку 
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 всередині нього. Доведіть нерівність 



[image: image5.wmf]12231

2

sin()sin()sin()sin(2)sin

n

AMAAMA…AMAn

nn

pp

Ð+Ð++Ð>+-.


2. На шахівниці розміром 
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 клітинок розташовано 2500 королів таким чином, що виконуються дві умови:

1) жодні два королі не б’ють один одного (тобто немає двох королів, що містяться у клітинках хоча б з однією спільною вершиною); 

2) кожен рядок та кожен стовпчик містить рівно 25 королів. 

Знайдіть кількість усіх таких розташувань, якщо два розташування, що утворюються одне з іншого поворотом або симетрією, вважаються різними.
3. Задано натуральне число 
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. Доведіть, що існує натуральне 
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 таке, що для всіх цілих 
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 на відкритому інтервалі 
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 існують n різних цілих чисел, добуток яких є n-м степенем цілого числа.
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4. (Чорний Максим) Нехай задано впорядкований набір 
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 дійсних чисел, 
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. Дозволяється замінити число 
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 на таке число 
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, що 
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. Нехай 
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 — набір з найбільшою сумою чисел, який можна отримати з даного, а 
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 — аналогічний набір з найменшою сумою. 

Для непарного 
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 і набору 
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 знайдіть значення виразів 
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 і 
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5. Нехай 
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 позначає множину додатних раціональних чисел. Знайдіть усі функції 
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, які при всіх 
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 задовольняють рівняння: 
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6. (Нагель І., Лішунов В.) Коло 
[image: image28.wmf]w

, вписане в трикутник ABC, дотикається до його сторін AB, BC і CA в точках K, L та M відповідно. На дузі KL кола 
[image: image29.wmf]w

, що не містить точки M, деяким чином вибрано точку S. Позначмо через P, Q, R, T точки перетину прямих AS і KM, ML і SC, LP і KQ, AQ і PC відповідно. Виявилося, що точки R, S і M — колінеарні. Довести, що точка T також лежить на прямій SM.
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7. Знайдіть усі пари цілих невід’ємних чисел 
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, для яких виконується рівність:
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8. (Примак А., Майзліш О.) Чи існує зростаюча послідовність цілих чисел 
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, для якої одночасно виконуються такі дві умови: 

1) будь-яке натуральне число можна подати у вигляді 
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 для деяких (можливо, рівних) 
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2) 
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 для всіх натуральних 
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9. (Сердюк Назар) Усередині вписаного чотирикутника 
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 відмічена точка 
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 така, що 
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. Доведіть, що існує коло, яке дотикається до прямих 
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 і 
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, а також до описаних кіл трикутників 
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10. (Ясінський В’ячеслав) Нехай 
[image: image46.wmf]H

 — точка перетину висот 
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 і 
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 гострокутного трикутника ABC. На медіані 
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 відмітили точки 
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 і 
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 так, що 
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, причому точка 
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 лежить всередині трикутника APB, а точка 
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 — усередині трикутника CQB. Доведіть, що прямі AE, CF і BH перетинаються в одній точці.
11. (Петровський Дмитро) Нехай 
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 та 
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 — многочлени з дійсними коефіцієнтами такі, що 
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 і всі коефіцієнти многочлена 
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 невід’ємні. Доведіть, що для довільного додатного 
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 справджується нерівність: 
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12. Нехай 
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 — натуральне число. Розгляньмо всі перестановки 
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 перших 
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 натуральних чисел такі, що числа 
[image: image65.wmf]1

121,

ii

aai…n

+

|-|,=,,-

 попарно різні. Доведіть, що 
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 тоді і лише тоді, коли 
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 для всіх 
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