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1. Íåõàé a1 ≥ · · · ≥ an ≥ 0 − äiéñíi ÷èñëà ç ñóìîþ 1. Äîâåäiòü, ùî a21+3a22+ · · ·+(2n−1)a2n ≤ 1.

2. Äàíî äiéñíi ÷èñëà x1, x2, · · · , xn ç ïðîìiæêó [0, 1], n ≥ 2. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äåÿêîãî 1 ≤ i ≤ n−1
ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü: xi(1− xi+1) ≥ 1

4x1(1− xn).

3. Íåõàé a1, a2, · · · , a100, b1, b2, · · · , b100 − 200 ðiçíèõ äiéñíèõ ÷èñåë. Ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ òàê,
ùîá â êëiòèíöi, ùî çíàõîäèòüñÿ ó i-ìó ðÿäêó òà j-ìó ñòîâï÷èêó áóëî çàïèñàíå ÷èñëî ai + bj .
Ïðèïóñòèìî, ùî äîáóòîê ÷èñåë â êîæíîìó ñòîâï÷èêó äîðiâíþ¹ 1. Äîâåäiòü, ùî äîáóòîê ÷èñåë
â êîæíîìó ðÿäêó äîðiâíþ¹ −1.

4. Íåõàé a0, a1, a2, · · · − íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë. Äîâåäiòü, ùî íåðiâ-
íiñòü 1 + an > an−1

n
√
2 ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi íàòóðàëüíèõ n.

5. Äàíî ôóíêöiþ f : R → R òàêó, ùî |f(x)| ≤ 1, f(x + 13
42 ) + f(x) = f(x + 1

6 ) + f(x + 1
7 ) äëÿ

áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî x. Äîâåäiòü, ùî ôóíêöiÿ f ïåðiîäè÷íà.

6. Íåõàé a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an − äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî a21 + · · · + a2n = n. Âiäîìî, ùî
a1 + · · ·+ an = mn. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî ai ≤ m äëÿ 1 ≤ i ≤ n, òî n− i ≥ n(m− ai)

2.

7. Íåõàé a1, a2, a3, · · · − íåñêi÷åííà ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë ç âiäðiçêà [0, c] äëÿ äåÿêîãî
äiéñíîãî c > 0. Âiäîìî, ùî |ai − aj | ≥ 1

i+j äëÿ óñiõ i 6= j. Äîâåäiòü, ùî c ≥ 1.

8. Íåõàé x1, x2, · · · , xn − äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà. Äîâåäiòü íåðiâíiñòü:

x1

1 + x2
1

+
x2

1 + x2
1 + x2

2

+ · · ·+ xn

1 + x2
1 + · · ·+ x2

n

<
√
n.

9. Äàíî äiéñíå ÷èñëî a > 1, ïîáóäóéòå íåñêií÷åííó îáìåæåíó ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë {xn}
òàêó, ùî |xi − xj ||i− j|a ≥ 1 äëÿ áóäü-ÿêèõ i 6= j.

10. Äàíî äiéñíi ÷èñëà x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn ≥ 0 òàêi, ùî x2
1 + · · · + x2

n = 1. Íåõàé m − íàòóðàëüíå
÷èñëî, ïðè÷îìó x1 + · · ·+ xn ≤ m ≤ n. Äîâåäiòü, ùî x1 + · · ·+ xm ≥ 1.

11. Äàíî äiéñíi ÷èñëà a1, a2, · · · , an, n > 1. Äîâåäiòü, ùî iñíóþòü äiéñíi ÷èñëà b1, b2, · · · , bn, ùî
çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè:
a). ai − bi − öiëå ÷èñëî äëÿ 1 ≤ i ≤ n;

á).
∑

1≤i<j≤n(bi − bj)
2 ≤ n2−1

12 .

12. Íåõàé A = {a1, a2, · · · , an} − ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë òàêà, ùî óñi ïiäìíîæèíè A ìàþòü
ðiçíó ñóìó åëåìåíòiâ. Äîâåäiòü, ùî 1

a1
+ 1

a2
+ · · ·+ 1

an
< 2.

13. Äàíî äiéñíi ÷èñëà a1, · · · , an, b1, · · · , bn òàêi, ùî a21+· · ·+a2n = b21+· · ·+b2n = 1, a1b1+· · ·+anbn =
0. Äîâåäiòü, ùî (a1 + · · ·+ an)

2 + (b1 + · · ·+ bn)
2 ≤ n.

14. Íåõàé n > 1 − íàòóðàëüíå ÷èñëî. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ ïiäìíîæèíà A ìíîæèíè {1, 2, · · · , n}
òàêà, ùî
à). |A| ≤ 2[

√
n] + 1;

á). {|x− y| : x, y ∈ A, x 6= y} = {1, 2, · · · , n− 1}.

15. Íåõàé n − íàòóðàëüíå ÷èñëî i (x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn) − äâi ïîñëiäîâíîñòi äîäàòíèõ äiéñíèõ
÷èñåë. Ïðèïóñòèìî, ùî (z2, z3, · · · , z2n) − öå ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë äëÿ ÿêîi
z2i+j ≥ xiyj äëÿ óñiõ 1 ≤ i, j ≤ n, M = max{z2, · · · , z2n}. Äîâåäiòü, ùî(

M + z2 + · · ·+ z2n
2n

)2

≥
(
x1 + · · ·+ xn

n

)(
y1 + · · ·+ yn

n

)
.


