
III етап Всеукраїнської олiмпiади юних математикiв

Умови та розв’язки по усiх класах

1 тур

7 клас

1. (Фольклор)
Олеся записала натуральне число N . Пiсля цього Андрiйко записав одну шосту, одну

п’яту, одну четверту, одну третю та одну другу вiд числа N . Виявилось, що сума усiх
записаних чисел є цiлим числом. Яке найменше число могла записати Олеся?

Вiдповiдь: 20.
Розв’язання. Андрiйко отримав таку суму:

(
1
6

+ 1
5

+ 1
4

+ 1
3

+ 1
2

)
N = 29N

20
, а воно буде

цiлим за умови, що N дiлиться на 20, тобто найменшим числом є число 20.

2. (Фольклор)
До натурального числа N справа дописали двi рiзнi ненульовi цифри. Виявилось, що

одержане число дiлиться нацiло на N . При якому найбiльшому N це можливo?
Вiдповiдь: 98.
Розв’язання. Нехай справа дописати цифри, якi утворюють число ab. За умовою

задачi випливає, що Nab
...N , або 100N + ab

...N , звiдки ab
...N . Оскiльки число ab утворене

двома рiзними цифрами, то a ≤ 98, тому й N ≤ 98. А число N = 98 задовольняє умову
задачi. Дiйсно, до числа 98 можна приписати цифри 9 та 8, i одержане число 9898 дiлиться
на 98, тобто воно задовольняє умову.

3. (Рубльов Богдан)
а) Прямокутник ABCD розрiзанo нa декiлька квадратiв, периметр кожного з яких до-

рiвнює цiлому числу сантиметрiв. Чи обов’язково i периметр прямокутника ABCD також
визначається цiлим числом сантиметрiв?

б) Квадрат ABCD розрiзанo нa декiлька квадратiв, периметр кожного з яких дорiвнює
цiлому числу сантиметрiв. Чи обов’язково i периметр квадрата ABCD також визначається
цiлим числом сантиметрiв?

Розв’язання. а) тут достатньо навести приклад. Розглянемо два квадрати ABMN
та NMCD зi стороною 1

4
. Тодi периметр кожного з квадратiв складає цiле число санти-

метрiв – 1, а от периметр прямокутника ABCD складає 2 · (1
2

+ 1
4
) = 3

2
– не цiле число.

б) Розглянемо будь-яку сторону зовнiшнього квадрату, до
неї прилягають декiлька менших квадратiв (рис.1). Нехай
сторона зовнiшнього квадрату a, а сторони менших ква-
дратiв дорiвнюють a1, a2, . . . , an. Тодi можемо записати, що
сторона a дорывнює сумi сторiн a = a1 + a2 + . . .+ an, але
кожна сторона ai, якщо її помножити на 4, дає цiле, тому й
периметр P квадрата ABCD є P = 4a = 4a1+4a2+. . .+4an

– цiле число, оскiльки оскiльки кожний доданок є цiлим.

4. (Чорний Максим)
Назвемо контуром чотири вiдрiзки довжини 1, якi обмежують квадрат 1× 1. Автомат

за одну операцiю може пофарбувати будь-який контур. Яку найменшу кiлькiсть операцiй
повинен зробити автомат, щоб пофарбувати усi зовнiшнi та внутрiшнi лiнiї сiтки прямо-
кутника 2010× 2011?

Контури, якi фарбує автомат можуть мати спiльнi точки та вiдрiзки, а також виходити
за межi прямокутника.

Вiдповiдь: 2025074.

1



Розв’язання. Зрозумiло, що кожний вiдрiзок зовнiшньої межi
квадрату треба пофарбувати, а на це щонайменше потрiбно 2 ·
2011 + 2 · 2010− 4 = 8038 операцiй автоматa (рис.2).
Треба також пофарбувати i внутрiшнiй прямокутник розмiром
2008× 2009, що залишився, можливо без зовнiшньої межi. Розi-
б’ємо усi квадрати внутрiшнього прямокутника на домiно роз-
мiром 1 × 2. Внаслiдок парностi числа 2008 це завжди можна
зробити. Тодi для фарбування одиничного вiдрiзку, що розта-
шований всерединi домiно треба пофарбувати принаймнi один
з квадратiв, якi його утворюють.

Як легко бачити, якщо ми застосуємо автомат до ко-
жного чорного квадратика з кожного домiно (рис.3), то
ми пофарбуємо усi потрiбнi лiнiї, оскiльки кожна лiнiя
внутрiшнього прямокутника є межею деякого чорного
квадратика. Загальна кiлькiсть домiно у прямокутнику
дорiвнює: 2008·2009

2
= 2017036. Отже остаточна кiлькiсть

операцiй автоматa: 2017036+8038=2025074.

3.1. (Фольклор)

Квадрат розрiзаний на 4 однакових прямокутники та 1 квадрат, як це показано на
рис.4. Вiдомо, що площа меншого квадрата дорiвнює 16, а площа кожного прямокутника –
96. Визначiть сторони прямокутника.

Вiдповiдь: Сторони прямокутника 8 та 12.
Розв’язання. Зрозумiло, що сторона внутрiшнього квадрата дорiв-

нює 4, а рiзниця сторiн прямокутника i дорiвнює сторонi цього квадра-
та. Тому можемо позначити сторони прямокутника через x та x + 4.
Площа великого прямокутника складає 16 + 96 · 4 = 400, тобто сторона
20. Легко побачити, що сторона великого квадрату складається з Двох
менших сторiн прямокутника та сторони малого квадрата, тобто маємо
для знаходження x так рiвняння: 2x + 4 = 20. Звiдси менша сторона
дорiвнює x = 8, а бiльша сторона – x+ 4 = 12.

4.1. (Фольклор)
Є 10 куп камiнцiв, у яких знаходиться вiдповiдно 3, 4, 5, . . . , 12 камiнцiв. За один хiд

дозволяється обрати довiльнi три купки камiнцiв та додати у першу 1 камiнець, у другу –
2, у третю – 3 камiнцi, або обрати довiльнi три купки камiнцiв та забрати з першої купки
1 камiнець, з другої – 2, з третьої – 3 камiнцi, при умовi, що у обраних купках є достатня
кiлькiсть камiнцiв.

Чи можна за скiнченну кiлькiсть ходiв одержати ситуацiю, при якiй у кожнiй купцi
знаходиться рiвно по 2011 камiнцiв?

Вiдповiдь: Не можна.
Розв’язання. При таких операцiях сумарна кiлькiсть камiнцiв в усiх купках змiню-

ється на число, що кратне 3. У кiнцевий момент це число дорiвнює 2011 · 10 i не кратне
3. Але у початковий момент кiлькiсть камiнцiв дорiвнює 3 + 4 + 5 + . . . + 12 = 75, тобто
число кратне 3. Одержана суперечнiсть показує неможливiсть такого перетворення.

8 клас

1. (Рубльов Богдан)
Вiдмiнницi Олесi задали додому обчислити суму двох звичайних нескоротних дробiв a

b

i c
d
(не обов’язково правильних). Її однокласник Андрiйко хворiв i перепитав це завдання

телефоном, але не так почув i записав, що треба додати такi двa дроби b
a
i d

c
. Коли вiн їх
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додав, то запитав у Олесi вiдповiдь. Виявилось, що вiдповiдi спiвпали. Чи правильно додав
свої дроби Андрiйко, якщо Олеся одержала вiдмiнну оцiнку, a усi 4 дроби, що додавали
Андрiйко та Олеся, були попарно рiзними?

Вiдповiдь: не правильно.
Розв’язання. Припустимо, що вiн додав їх правильно, тодi має мiсце рiвнiсть: a

b
+ c

d
=

b
a
+ d

c
, або ad+bc

bd
= bc+ad

ac
. Звiдси випливає, що bd = ac, тобто b

a
= c

d
, що суперечить тому, що

усi чотири дроби рiзнi.

2. (Фольклор)
Знайдiть усi цiлi числа n, якi задовольняють рiвнiсть:

(n− 1)(n− 3)(n− 5) . . . (n− 2011) = n(n+ 2)(n+ 4) . . . (n+ 2010).

Вiдповiдь: Таких цiлих чисел не iснує.
Розв’язання. Якщо замiсть n пiдставити парне число, то злiва число непарне, а

справа – парне, i навпаки, якщо пiдставити непарне число, то злiва буде парне число, а
справа – непарне, в обох випадках рiвнiсть неможлива.

3. (Рiзнi задачi)
Числа a1, a2, a3, a4, a5 та b1, b2, b3, b4, b5 є перестановками чисел 1, 2, 3, 4, 5. Доведiть, що

серед п’яти чисел a1b1, a2b2, a3b3, a4b4, a5b5 принаймнi два дають однакову остачу при дi-
леннi на 5.

Розв’язання. Без обмеження загальностi будемо вважати, що a5 = 5. Якщо при
цьому b5 6= 5, то, наприклад, b4 = 5 i тодi числа a4b4 та a5b5 кратнi 5, тому дають однакову
нульову остачу при дiленнi на 5. у цьому випадку твердження доведене.

Нехай тепер b5 = 5. Припустимо, що твердження задачi не вiрне. Тодi числа
a1b1, a2b2, a3b3, a4b4 в деякому порядку дають остачi 1, 2, 3 та 4 при дiленнi на 5. Тодi
з одного боку добуток чисел a1b1 · a2b2 · a3b3 · a4b4 дає при дiленнi на 5 остачу 4, що легко
одержати, якщо розкрити дужки у рiвностi: (5n1 +1)(5n2 +2)(5n3 +3)(5n4 +4) = 5N +24.

З iншого боку, оскiльки числа a1, a2, a3, a4 та b1, b2, b3, b4 є перестановками чисел 1, 2, 3
та 4, то добуток a1b1 ·a2b2 ·a3b3 ·a4b4 = 24 ·24 = 576 дає при дiленнi на 5 остачу 1. Одержана
суперечнiсть завершує доведення.

4. (Веклич Богдан)
Нехай ABCD – вписаний чотирикутник. Позначимо середини сторiн AB, BC, CD

та DA через M,L,N та K вiдповiдно. Виявилось, що ∠BMN = ∠MNC. Доведiть, що
∠DKL = ∠CLK.

Дивись розвязання задачi 9-4.

5. (Анiкушин Андрiй – 13)
В космiчному квадратi з дiагоналлю A(0; 0)B(10; 10)
космiчний човен має доставити непомiченим секре-
тний лист з точки A в точку B. Човну дозволяється
рухатись таким чином: перебуваючи в точцi (n1;m1),
де n1,m1 – цiлi числа однакової парностi, перемiсти-
тись по прямiй у будь-яку точку (n2;m2), де n2 > n1,
m2 > m1 та цiлi числа n2,m2 також однакової пар-
ностi. Вороги встановили радари, якi дозволяють ви-
явити човен. Зона покриття радарiв показана стрiл-
ками на рисунку.

Човен буде виявлений, якщо його траєкторiя перетне зону дiї радару (точка, у якiй
закiнчується стрiлка, не входить до зони покриття радару). Яких траєкторiй руху космi-
чного човна бiльше – тих, де човен буде виявлено чи тих, де човен помiчено не буде?

Вiдповiдь: траєкторiй, де човен помiчено не буде, бiльше.
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Розв’язання. Додамо до вiдрiзкiв, вздовж яких дiє зона покриття радарiв, ще низку
вертикальних вiдрiзкiв, щоб вони разом утворювали ”сходи”, як це показано на рис.6. Цi
сходи розташованi у смузi мiж прямими x+ y = 10 та x+ y = 11. Зрозумiло, що будь-яка
траєкторiя перетинає цi сходи. При цьому човен перетинає сходи рiвно 1 раз, оскiльки
кожним своїм ходом вiн збiльшує абсцису та ординату щонайменше на 1, тому їх сума
збiльшується принаймнi на 2.

Назвемо траєкторiю, на якiй радар помiтить човен, небезпечними, а усi iншi – безпе-
чними. Таким чином, якщо траєкторiя перетинає сходи у точцi, в якiй дiє радар, то це
траєкторiя, де його буде виявлено, тобто небезпечна, а якщо у точцi поза зоною дiї радару,
то це траєкторiя, де човен помiчено не буде – небезпечна траєкторiя.

Розглянемо двi групи траєкторiй: тi, що проходять
через точку (5, 5) i тi, що не проходять. Оскiльки то-
чка (5, 5) – поза зоною, то усi траєкторiї, що прохо-
дять через цю точку, безпечнi.
Разом з кожною траєкторiї f(x) розглянемо також
траєкторiю g(x), симетричну до f(x) вiдносно прямої
AB. Тобто, якщо одна з траєкторiй проходить через
точку (a.b), то iнша траєкторiя проходить через то-
чку (b, a).
Таким чином, якщо одна з цих двох траєкторiй є не-
безпечною, тобто перетинає сходи у небезпечнiй то-
чцi (a.b), то симетрична траєкторiя проходить через
точку (b, a), яка є безпечною.

Це зрозумiло з таких мiркувань. Якщо точка небезпечна та лежить всерединi горизон-
тального вiдрiзку, то симетрична їй точка лежить всерединi вертикального вiдрiзку сходiв,
тобто є безпечною. Якщо небезпечна точка є кiнцем вiдрiзку, то неважко їх перебрати i
переконатись, що симетричнi точки є безпечними.
Таким чином траєкторiї другої групи розбиваються на пари i в
кожнiй парi одна траєкторiя безпечна, iнша нi. Отже, загалом
безпечних траєкторiй бiльше.

4.1. (Рiзнi задачi)
У трикутнику ABC проведенo медiани AL,BM,CN . Доведiть,
що ∠ANC = ∠ALB тодi i тiльки тодi, коли ∠ABM = ∠LAC.
Розв’язання. Проведемо середню лiнiю LN , тодi з паралель-
ностi прямих LN та AC випливає, що ∠NLA = ∠LAC. Таким
чином, тепер треба показати таку рiвносильнiсть (рис.7):

∠ANC = ∠ALB ⇔ ∠ABM = ∠NLA.

Позначимо точку перетину медiан трикутника ABC через G, тодi маємо такi рiвно-
сильнi твердження. ∠ANC = ∠ALB ⇔ ∠BNC + ∠ALB = π ⇔ чотирикутник BNLG –
вписаний ⇔ ∠ABM = ∠NLA, оскiльки вони спираються на одну дугу.
Твердження доведене.

5.1. (Рiзнi задачi)
У селi 8 домiв, мiж якими є дорiжки, план яких зображений
на рис.8. По кожнiй з цих дорiжок дозволено рухатись лише в
одному напрямi. Чи можна так установити напрямок руху по
дорiжках, щоб вiд будь-якого дома до будь-якого iншого дома
можна було дiстатись, пройшовши у дозволених напрямах не
бiльше нiж по двох дорiжках?
Вiдповiдь: Не можна.
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Розв’язання. Розглянемо 4 хати, якi на рис.9 позначенi бу-
квами A,B,C,D, мiж A та C iснує рiвно два шляхи, якi мають
не бiльше двох переходiв. Через вершини B таD вiдповiдно. Без
обмежень загальностi можемо вважати, що напрямок дорiжок
там обраний як на рис.9.
Є 2 шляхи вiд B до A, якi мiстять не бiльше двох переходiв –
це прями напрямок, а також через вершину E. Оскiльки пря-
мий напрямок вже йде у зворотному напрямi, то це визначає
однозначно напрям по дорiжках BE та EA. Аналогiчно визна-
чається напрямок вiдрiзкiв FA та FD. Розглянемо припустимi
шляхи мiж F та B, а також мiж E та D. Обидва цих маршрути
проходять вздовж дорiжки FE, але вимагають протилежних
напрямiв. Одержане доводить неможливiсть потрiбної розста-
новки напрямiв.

9 клас

1. (Рiзнi задачi)
Знайдiть усi значення параметра b, при яких для кожного x принаймнi одна з функцiй

f1(x) = x2 + 2011x+ b чи f2(x) = x2 − 2011x+ b приймає додатнє значення.
Вiдповiдь: b > 0.
Розв’язання. При x = 0 маємо f1(0) = f2(0) = b, тому значення b ≤ 0 умову не

задовольняє.
Нехай тепер b > 0. Додамо значення обох квадратичних функцiй i одержимо, що f1(x)+

f2(x) = 2x2+2b > 0, тому принаймнi один з цих двох доданкiв буде додатним. Тобто кожне
значення b > 0 задовольняє умову.

2. (Фольклор)
Доведiть, що iснує нескiнченна кiлькiсть квадратiв натуральних чисел, якi можна по-

дати у виглядi 2n + 2m, де n,m – деякi рiзнi натуральнi числа.
Розв’язання. Покладемо n = m + 3, тодi N = 2n + 2m = 2m(23 + 1) = 2m · 9, тепер

достатьно вибрати m = 2s i будемо мати, що N = (3 · (2s))2 – квадрат для довiльного
натурального s.

3. (Рубльов Богдан)
У волейбольнiй першостi 8 команд грають в одне коло, кожна з кожною рiвно 1 раз. За

перемогу нараховується 1 очко, за поразку – 0 очок, нiчиїх у волейболi не буває. Якщо по
завершенню турнiру рiзниця очок команд, що посiли перше та друге мiсця, не перевищує
1 очка, мiж командами проводиться стикова гра. За аналогiчних умов стиковi iгри про-
водяться мiж командами, що посiли 3-є та 4-е, 5-е та 6-е, а також 7-е та 8-е мiсця. Таким
чином максимум може буде проведено 4 стиковi гри. Яка найменша кiлькiсть стикових
iгор може буде проведена по завершенню турнiру?

Зауваження. По завершенню турнiру при будь-яких результатах кожне мiсце займає
рiвно одна команда. Навiть якщо у декiлькох команд рiвна кiлькiсть очок, вони займають
рiзнi мiсця.

Вiдповiдь: 1.
Розв’язання.
Якщо припустити, що не було проведено жодної стикової гри, то рiзниця мiж 1-м та

2-м мiсцем, 3-м та 4-м, 5-и та 6-м, а також 7-м та 8-м мiсцем складає не менше нiж 2 очки.
Тодi рiзниця мiж 1-м мiсцем та 8-м складає мiнiмум 8 очок, але переможець може набрати
максимум 7 очок (усi перемоги), а остання команда – 0 очок (усi поразки), але навiть тодi
рiзниця не перевищує 7 очок. Одержали суперечнiсть. Таким чином принаймнi 1 стикова
гра була проведена.
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Залишилось навести приклад, коли треба провести лише 1 стиковий матч, наприклад,
команди зiграли таким чином, як це показано у таблицi:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1мiсце X 1 1 1 1 1 1 1 = 7
2мiсце 0 X 0 1 1 1 1 1 = 5
3мiсце 0 1 X 0 0 1 1 1 = 4
4мiсце 0 0 1 X 1 0 1 1 = 4
5мiсце 0 0 1 0 X 1 1 1 = 4
6мiсце 0 0 0 1 0 X 0 1 = 2
7мiсце 0 0 0 0 0 1 X 1 = 2
8мiсце 0 0 0 0 0 0 0 X = 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4. (Веклич Богдан)
Нехай ABCD – вписаний чотирикутник. Позначимо середини сторiн AB, BC, CD та

DA через M,L,N та K вiдповiдно. Виявилось, що ∠BMN = ∠MNC. Доведiть, що:
а) ∠DKL = ∠CLK;
б) у чотирикутнику ABCD є пара паралельних сторiн.
Розв’язання. а) З властивостей середнiх лiнiй та впи-
саних кутiв маємо, що KM ‖ BD, KN ‖ AC, ∠ABD =
∠ACD ⇒ ∠AMK = ∠ABD = ∠ACD = ∠KND. То-
му ∠KMN = π − ∠AMK − ∠BMN = π − ∠KND −
∠MNC = ∠KNM , тобто 4KMN рiвнобедрений, то-
му KM = KN , звiдси чотирикутник KMLN – ромб,
тому ∠NKL = ∠NLK (Рис.10). Оскiльки аналогiчно
маємо, що ∠AMK = ∠KND, ∠DKN = ∠NLC, тому
∠KLD = ∠DKN+∠NKL = ∠NLC+∠LNK = ∠CLK,
що завершує доведення пункта а).

б) Оскiльки KM = KN , то DB = 2KM = 2KN = AC, але тодi або ∠ABC + ∠DAB =
π, тодi DA ‖ BC, або ∠ABC = ∠DAB – кути спираються на рiвнi хорди або рiвнi, або
доповнюють один iнший до розгорнутого кута. Але тодi, оскiльки ∠DAC = ∠DBC, то
∠CAB = ∠DAB−∠DAC = ∠ABC −∠DBC = ∠ABD = ∠ACD, але звiдси випливає, що
AB ‖ BC.

5. (Сенiн Вiталiй)
Для невiд’ємних чисел a, b, c, що задовольняють умову a2b+b2c+c2a ≤ a+b+c, доведiть

нерiвнiсть:
ab+ bc+ ca ≤ a+ b+ c.

Розв’язання. Запишемо нерiвнiсть Кошi-Буняковського для наборiв чисел (a1, a2, a3)
та (b1, b2, b3):

a1b1 + a2b2 + a3b3 ≤
√
a2

1 + a2
2 + a2

3

√
b21 + b22 + b23,

або
(a1b1 + a2b2 + a3b3)

2 ≤ (a2
1 + a2

2 + a2
3)(b

2
1 + b22 + b23).

Пiдберемо такi набори: (a1 = a
√
b, a2 = b

√
c, a3 = c

√
a) та (b1 =

√
b, b2 =

√
c, b3 =

√
a). Тодi

будемо мати

(ab+ bc+ ca)2 ≤ (a2b+ b2c+ c2a)(a+ b+ c) ≤ (a+ b+ c)2,

звiдки й випливає потрiбна нерiвнiсть.
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4.1. (Рiзнi задачi)
Трикутник ABC вписаний в коло. В точках A та B проведенi дотичнi до цього кола,

якi перетинаються в точцi T . Пряма, проведена через точку T паралельно сторонi AC,
перетинає сторону BC у точцi D. Доведiть, що AD = CD.
Розв’язання. З того, що трикутник ATB рiв-
нобедренний, та кути ∠TBA та ∠BCA спираю-
ться на одну дугу, маємо рiвнiсть:

∠TBA = ∠TAB = ∠BCA = ∠BDT.

Звiдси випливає, що чотирикутник BTAD впи-
саний (рис.11). Тому ∠BTA = ∠ADC. Та-
ким чином за двома кутами подiбнi трикутники
ABT та ACD. А оскiльки трикутник ATB рiв-
нобедрений, то рiвнобедреним також є 4ACD.
Звiдси вже знаходимо, що AD = CD.

5.1. (Торба С., Клурман О., Рубльов Б.)
Для невiд’ємних чисел a, b, c, сума яких не пе-
ревищує 2, доведiть нерiвнiсть

ab(a2 + b2) + bc(b2 + c2) + ca(c2 + a2) ≤ 8.

Чи може в цiй нерiвностi досягатись рiвнiсть?
Вiдповiдь: Рiвнiсть досягатись не може.
Розв’язання. Оскiльки ab ≤

(
a+b
2

)2 ≤ 1. Застосуємо цю оцiнку для кожної пари
змiнних, i ми одержимо, що нам треба довести таку нерiвнiсть:

a2 + b2 + c2 ≤ 4.

Остання нерiвнiсть очевидна, оскiльки для додатних чисел маємо, що

a2 + b2 + c2 ≤ (a+ b+ c)2 = 4.

Рiвнiсть досягатись не може, оскiльки у першiй оцiнцi виконується рiвнiсть за умов a = b,
тому це вимагає рiвностi усiх змiнних, але при умовi a = b = c рiвнiсть очевидно не
виконується.

10 клас

1. (Фольклор)
Олеся записує в кожнiй вершинi правильної трикутної
призми одне з чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6. Андрiйко записує на ко-
жному ребрi число, що є сумою чисел, записаних Олесею
на кiнцях цього ребра. Чи може Олеся записати числа так,
щоб усi числа, якi запише Андрiйко, виявились рiзними?
Вiдповiдь: Можна. Один з прикладiв, як можна роз-
ставити числа по вершинах, щоб задовольнити умови по-
казаний на рис.12.

2. (Фольклор)
Вiдомо, що x1, x2, x3 – попарно рiзнi дiйснi числа.
а) Числа x2, x3 є нулями функцiї f1(x) = x2+p1x+q1; числа
x3, x1 є нулями функцiї f2(x) = x2 + p2x + q2; числа x1, x2

є нулями функцiї f3(x) = x2 + p3x + q3. Чи обов’язково
функцiя f(x) = f1(x) + f2(x) + f3(x) має нулi?
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б) Числа x2, x3 є нулями функцiї f1(x) = a1x
2 + b1x+ c1; числа x3, x1 є нулями функцiї

f2(x) = a2x
2 +b2x+c2; числа x1, x2 є нулями функцiї f3(x) = a3x

2 +b3x+c3. Чи обов’язково
функцiя f(x) = f1(x) + f2(x) + f3(x) має нулi?

Вiдповiдь: а) обов’язково; б) не обов’язково.
Розв’язання. а) Запишемо цю цю функцiю у такому виглядi f(x) = (x−x2)(x−x3)+

(x− x1)(x− x3) + (x− x1)(x− x2), очевидно, що графiком цiєї функцiї є парабола, яка має
гiлки, що направленi вгору. Без обмеження загальностi можемо вважати, що x1 < x2 < x3.
Тодi f(x2) = (x2 − x1)(x2 − x3) < 0, що рiвносильне тому, що у параболи є коренi.

б) Розглянемо приклади таких функцiй: f1(x) = x2 + x, f2(x) = x2 − x, f3(x) = 1− x2,
вони мають коренi 0,−1, 0, 1 та −1, 1 вiдповiдно. Їх сума – це функцiя f(x) = x2 +x+x2−
x+ 1− x2 = x2 + 1, яка очевидно нулiв не має.

3. (Рожкова Марiя)
На площинi нарисована трапецiя ABCD з основамиBC = a та AD = 2a. Користуючись

лише лiнiйкою, побудуйте трикутник, площа якого дорiвнює площi трапецiї.
За допомогою лiнiйки можна проводити прямi через двi вiдомi точки.

Розв’язання. За допомогою лiнiйки побудуємо то-
чку перетину дiагоналей трапецiї O, а також точку
перетину продовжень бокових сторiн T . Добре вiдо-
мо, що на прямiй OT лежать середини основ P та E
(рис.13). Тодi за умовою AE = ED = BC = a. Тому
ABCE та BCDE – паралелограми, їх точки перети-
ну дiагоналей – це точки M та N вiдповiдно. Таким
чином можна провести пряму MN – середю лiнiю
трапецiї, яка перетинає бiчнi сторони в точках K та
L вiдповiдно. Тепер проведемо пряму BL, яка пере-
тинає пряму AD у точцi F . Тодi 4ABF – шуканий,
оскiльки 4ABF = 4BCL.

4. (Фольклор)
Задане число n = 112011 · 201111. Скiльки iснує нату-
ральних дiльникiв числа n2, якi меншi вiд n, але не
є дiльниками n?

Вiдповiдь: 22121.
Розв’язання. Спочатку пiдрахуємо кiлькiсть N дiльникiв числа n2 = 114022 · 201122

за вiдомою формулою:
N = (4022 + 1)(22 + 1) = 92529.

Оскiльки усi дiльники числа n2 можна розбити на пари – d та n2

d
, одне з яких бiльше вiд

числа n, а iнше – менше. Саме число n, як дiльник n2, не має пари та не є меншим вiд n,
то кiлькiсть дiльникiв числа n2, якi меншi вiд n дорiвнює 92529−1

2
= 46264.

Тепер серед усiх цих дiльникiв треба вилучити тi, якi є дiльниками числа n. Зрозумiло,
що вони усi меншi вiд n (саме число n не треба рахувати серед дiльникiв числа n, оскiльки
ми його не враховували перед цим серед дiльникiв числа n2, що є меншими вiд n).

Кiлькiсть N1 дiльникiв числа n, що меншi вiд n, обчислимо за аналогiчною формулою:

N1 = (2011 + 1)(11 + 1)− 1 = 24143.

Таким чином шукане число дiльникiв дорiвнює 46264− 23143 = 22121.

5. (Торба С., Клурман О., Рубльов Б.)
Для невiд’ємних чисел a, b, c, сума яких не перевищує 2, доведiть нерiвнiсть

ab(a2 + b2) + bc(b2 + c2) + ca(c2 + a2) ≤ 2.

Чи може в цiй нерiвностi досягатись рiвнiсть?
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Вiдповiдь: Рiвнiсть досягатись може.
Розв’язання. Очевидно, що достатньо цю нерiвнiсть довести для невiдємних чисел,

що задовольняють рiвнiсть a+ b+ c = 2.
Позначимо через x = ab+ bc+ ac, тодi

a2 + b2 + c2 = (a+ b+ c)2 − 2(ab+ bc+ ac) = 4− 2(ab+ bc+ ac) = 2(2− x).

Далi з вiдомої нерiвностi x(2− x) ≤ 1 маємо, що

2 + 2abc ≥ 2 ≥ 2x(2− x) = (ab+ bc+ ac)(a2 + b2 + c2) =

= ab(a2 + b2) + cb(c2 + b2) + ac(a2 + c2) + abc(a+ b+ c),

з якої, пiсля скорочення рiвних виразiв 2abc = abc(a+ b+ c), маємо потрiбну нерiвнiсть.
Рiвнiсть може досягатись, наприклад, при a = b = 1, c = 0.

4.1. (Рiзнi задачi)
Числа a1, a2, . . . , a11 та b1, b2, . . . , b11 є перестановками чисел 1, 2, . . . , 11. Доведiть, що

серед 11 числа a1b1, a2b2, . . . , a11b11 принаймнi два мають однакову остачу при дiленнi на 11.
Розв’язання. Без обмеження загальностi будемо вважати, що a11 = 11. Якщо при

цьому b11 6= 11, то, наприклад, b1 = 11 i тодi числа a1b1 та a11b11 кратнi 11, тому дають
однакову нульову остачу при дiленнi на 11. у цьому випадку твердження доведене.

Нехай тепер b11 = 11. Методом вiд супротивного, припустимо, що немає двох рiвних
остач у зазначених чисел. Тодi числа a1b1, a2b2, . . . , a10b10 дають у деякому порядку остачi
1, 2, . . . , 10 при дiленнi на 11. Тодi з одного боку добуток чисел

a1b1 · a2b2 · . . . · a10b10 ≡ 10! (mod 11).

З iншого боку, оскiльки числа a1, a2, . . . , a10 та b1, b2, . . . , b10 є перестановками чисел
1, 2, . . . , 10, то добуток

a1b1 · a2b2 · . . . · a10b10 ≡ (10!)2 (mod 11).

Таким чином числа 10! та (10!)2 дають однаковi остачi при дiленнi на 11. Але

10! ≡ 1 · 2 · . . . · 10 ≡ −1 (mod 11),

а (10!)2 ≡ 1 (mod 11), Одержана суперечнiсть завершує доведення.
Зауваження. Останнє твердження легко показати за теоремою Вiльсона.

5.1. (Торба С., Клурман О., Рубльов Б.)
Для невiд’ємних чисел a, b, c, сума яких не перевищує 2, доведiть нерiвнiсть

ab(a2 + b2) + bc(b2 + c2) + ca(c2 + a2) ≤ 6.

Чи може в цiй нерiвностi досягатись рiвнiсть?
Вiдповiдь: Рiвнiсть досягатись не може.
Розв’язання. Оскiльки a+b ≤ 2, покажемо, що для a+b = 2 виконується нерiвнiсть:

ab(a2 + b2) ≤ 2.

Дiйсно, пiдставимо b = 2 − a i одержимо, що ab(a2 + b2) = a(2 − a)(a2 + (2 − a)2) =
(2a−a2)(2a2−4a+4) = 2(2a−a2)(2−(2a−a2)) = 2t(2−t) ≤ 2, що легко випливає з нерiвностi
2t − t2 ≤ 1 ⇔ (t − 1)2 ≥ 0. Далi застосовуємо одержану нерiвнiсть для кожного з трьох
доданкiв, тодi кожний з них не перевищує 2, тому остаточно лiва частина не перевищує 6.

Рiвнiсть не може досягатись, бо вона можлива, коли кожний з трьох доданкiв дорiвнює
двом, а це можливо лише за умови a = b = c = 1, що неможливо.
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11 клас

1. (Мисак Данило)
Розв’язати рiвняння [x2]− 2x+1 = 0, де через [x2] позначено найбiльше цiле число, що

не перевищує x2.
Вiдповiдь: x = 1, x = 1

2
або x = 3

2
.

Розв’язання. Перенесемо 2x у праву частину та подiлимо на 2. Матимемо, що x =
[x2]+1

2
. Отже, x — напiвцiле число, i або x = t, або x = t+ 1

2
, де t — деяке цiле число. Якщо

x = t, маємо, що [x2]− 2x + 1 = [t2]− 2t + 1 = t2 − 2t + 1 = (t− 1)2 = 0 ⇔ t = 1 ⇔ x = 1.
Якщо ж x = t + 1

2
, то [x2] − 2x + 1 = [(t + 1

2
)2] − 2(t + 1

2
) + 1 = [t2 + t + 1

4
] − 2t − 1 + 1 =

t2 + t− 2t = t2 − t = t(t− 1) = 0⇔ t = 0 або t = 1⇔ x = 1
2
або x = 3

2
.

2. (Фольклор)
Знайдiть усi натуральнi числа a i b, рiзниця яких дорiвнює 2011, а добуток – точний

квадрат натурального числа.
Вiдповiдь:

(
2011+1

2

)2
= 1012036 та

(
2011−1

2

)2
= 1010025.

Розв’язання. Оскiльки a− b = 2011, а число 2011 – просте, то НСД шуканих чисел
(a, b) є дiльником простого числа 2011, тому це буде або 1, або 2011.

1 випадок. Якщо (a, b) = 1, тобто числа взаємно простi, то кожне з них повинне бути
квадратом цiлого числа. Позначимо вiдповiдно a = c2, b = d2, тодi маємо, що a − b =

c2 − d2 = (c− d)(c+ d) = 2011 = 1 · 2011, звiдки маємо систему рiвнянь
{
c− d = 1,
c+ d = 2011.

З

цiєї системи рiвнянь знаходимо, що c = 2011+1
2

= 1006 та d = 2011−1
2

= 1005, звiдки й маємо
наведену вiдповiдь.

2 випадок. Якщо (a, b) = 2011, то a = 2011c, b = 2011d, де (c, d) = 1. Тодi ab = 20112cd,
звiдки випливає, що c = e2, d = f 2 – точнi квадрати натуральних чисел. Але тодi a− b =
2011(c− d) = 2011, тобто c− d = (e− f)(e+ f) = 1, що для точних квадратiв неможливо.

3. (Фольклор)
Є 2012 куп камiнцiв. Перша з них мiстить 20 камiнцiв, друга мiстить 21 камiнцiв, третя –

22 камiнцiв, i так далi. 2012 купка мiстить 22011 камiнцiв. За один хiд дозволяється обрати
довiльнi три купки камiнцiв та додати у першу 2 камiнцi, у другу – 3, у третю – 4 камiнцi,
або обрати довiльнi три купки камiнцiв та забрати з першої купки 2 камiнцi, з другої – 3,
з третьої – 4 камiнцi, при умовi, що у обраних купках є достатня кiлькiсть камiнцiв.

Чи можна за скiнченну кiлькiсть ходiв одержати ситуацiю, при якiй у кожнiй купцi
знаходиться рiвно по 31005 камiнцiв?

Вiдповiдь: Не можна.
Розв’язання. При таких операцiях сумарна кiлькiсть камiнцiв в усiхї купках змiню-

ється на число, що кратне 9. У кiнцевий момент це число дорiвнює 2012 · 31005 i також
кратне 9. Але у початковий момент кiлькiсть камiнцiв дорiвнює

20 + 21 + 22 + . . .+ 22011 = 22012 − 1.

Знайдемо остачу при дiленнi цього числа на 9. 2012 = 335 · 6 + 2, 26 = 64 ≡ 1 (mod 9),
тому

22012 − 1 ≡
(
26
)335 · 22 − 1 ≡ 4− 1 = 3 (mod 9).

Тобто це число на 9 не дiлиться, звiдки й випливає неможливiсть.

4. (Ясинський Вячеслав – 23)
На дiагоналях AC i BD вписаного чотирикутника ABCD вiдмiтили точки X i Y вiд-

повiдно так, що чотирикутник ABXY є паралелограмом. Доведiть, що описанi кола три-
кутникiв BXD та CY A мають рiвнi радiуси.

Розв’язання. Оскiльки чотирикутник ABCD – вписаний, то ∠ABD = ∠ACD, як
вписанi, що спираються на одну i ту ж саму дугу ^ AD. Крiм того, ∠ABD = ∠ABY =
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∠BYX, як внутрiшнi рiзностороннi при паралельних AB i XY та сiчнiй BY . Отже, чоти-
рикутник CXYD – вписаний в коло, бо ∠XCD = ∠XY B (рис.14).
З того, що чотирикутник CXYD – вписаний, випли-
ває, що ∠XCY = ∠XDY , як вписанi, що спираються
на одну i ту ж саму дугу ^ XY . З рiвностi цих ку-
тiв випливає, що sin ∠ACY = sin ∠BDX. Крiм того,
BX = AY , як протилежнi сторони паралелограма. За
теоремою синусiв з трикутникiв BXD i CAY знаходи-
мо:

RBDX =
BX

2 sin ∠BDX
=

AY

2 sin ∠ACY
= RCY A,

що i треба було довести.

5. (Рибак Олександр)
Нехай P (x) – многочлен з цiлими коефiцiєнтами. Вiдомо, що для деякого цiлого a

iснує натуральне число n таке, що P (P (. . . P (a) . . .))︸ ︷︷ ︸
n

= a. Доведiть, що для цього a також

виконується умова P (P (a)) = a.
Розв’язання. Визначимо послiдовнiсть (ai) таким чином: a0 = a, ai = P (ai−1) для

усiх натуральних i. Розглянемо найменше натуральне m, для якого iснує таке натуральне
j < m, що має мiсце рiвнiсть aj = am. З умови задачi випливає, що таке значення iснує. З
того, що ми вибрали найменше m випливає, що a0, a1, . . . , am−1 – попарно рiзнi.

Покажемо тодi, що j = 0. Якщо це не так, то послiдовнiсть буде мати такий вигляд:

a0, a1, . . . , aj−1, aj, aj+1, . . . , am−1, am = aj, aj+1, . . . , am−1, aj, aj+1, . . . , am−1, aj, aj+1, . . . ,

i число, що дорiвнює a0 у цiй послiдовностi бiльше не зустрiнеться, що суперечить умовi.
Отже a0 = am, i ця послiдовнiсть є m-перiодичною, тобто ap = aq тодi i тiльки тодi,

коли p− q ...m.
Нехай серед чисел a0, a1, . . . , am−1 найбiльшим є al, а найменшим є ak. Якщо al = ak,

тобто усi члени послiдовностi рiвнi, то m = 1 i вiдповiдно P (a) = a звiдки й P (P (a)) = a.
Нехай тепер al > ak, з того, що коефiцiєнти многочлен - цiлi, усi члени послiдовностi

також цiлi. Тому P (al)−P (ak) дiлиться на al−ak, але значення P (al), P (ak) – також члени
послiдовностi, звiдки випливає, що |P (al)− P (ak)| ≤ |al − ak|, тому рiзниця P (al)− P (ak)
може дорiвнювати або 0, або ±(al − ak).

Якщо P (al)−P (ak) = al− ak, то рiзниця мiж членами послiдовностi така сама, як мiж
найбiльшим та найменшим, тобто вони зберiгають свої значення, тому P (ak) = ak, звiдки
знову маємо, що m = 1 та al = ak.

Якщо P (al) − P (ak) = 0, тобто al+1 = P (al) = P (ak) = ak+1, два члени послiдовностi
рiвнi, тому (l+1)−(k+1) = l−k дiлиться на m, звiдки знову випливає, що l = k та m = 1.

Якщо P (al) − P (ak) = −(al − ak), то це можливо лише за умови, що P (al) = ak,
P (ak) = al, оскiльки рiзниця мiж такими членами послiдовностi P (ak)− P (al) = al − ak –
максимальна можлива, що може бути лише при вказанiй умовi. Таким чином P (al) = ak,
P (ak) = al, а це означає, що m = 2, звiдки й випливає, що m = 2, що тягне за собою
P (P (a)) = a.
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4.1. (Рiзнi задачi)
Всерединi паралелограма ABCD розташованi кола γ1 та γ2, якi дотикаються зовнi-

шнiм чином у точцi K. Коло γ1 дотикається до сторiн AD та AB паралелограма, а коло
γ2 дотикається до сторiн CD та CB. Доведiть, що точка K лежить на дiагоналi AC пара-
лелограма.
Розв’язання. Позначимо центри кiл вiдпо-
вiдно через O1, O2 (рис.15). Розглянемо го-
мотетiю Hk

K(γ1) з центром в точцi K i коефi-
цiєнтом k = −KO2

KO1
. Тодi коло γ1 переходить у

коло γ2, дотичнi AD та AB до кола γ1 пере-
ходять вiдповiдно у дотичнi CB та CD до ко-
ла γ2. Таким чином i точка перетину першої
пари дотичних - вершина A переходить при
зазначенiй гомотетiї у точку перетину iншої
пари дотичних, тобто у вершину C. Звiдси
випливає, що центр гомотетiї K розташова-
ний на прямiй AC, що й треба було довести.

5.1. (Рiзнi задачi)
Знайдiть усi функцiї f : R→ R, якi задовольняють такi двi умови:
1) для усiх дiйсних чисел x, y виконується рiвнiсть

f(2x) = f(x+ y)f(y − x) + f(x− y)f(−x− y).

2) f(x) ≥ 0 для усiх дiйсних x.
Вiдповiдь: f ≡ 0 та f ≡ 1

2
.

Розв’язання. Пiдставимо у задану рiвнiсть x = y i одержимо, що для усiх дiйсних x
справджується рiвнiсть:

f(2x) = f(0)f(2x) + f(0)f(−2x). (1)

Тепер у рiвнiсть (1) пiдставимо x = 0 i будемо мати, що f(0) = 2f 2(0). Звiдси маємо двi
можливостi: f(0) = 0 та f(0) = 1

2
.

Якщо f(0) = 0, то з рiвностi (1) маємо, що для усiх дiйсних x маємо f(2x) = 0, тобто
f ≡ 0.

Якщо f(0) = 1
2
, то з рiвностi (1) маємо, що f(2x) = 1

2
f(2x) + 1

2
f(−2x), або f(2x) =

f(−2x), тобто функцiя – парна.
Покладемо тепер у початкову рiвнiсть x = 0, тодi внаслiдок парностi функцiї маємо,

що
1

2
= f(0) = (f(y))2 + (f(−y))2 = 2(f(y))2.

Звiдси знаходимо остаточно, що f ≡ 1
2
.

Перевiркою переконуємось, що обидвi заданi розв’язки задовольняють умови.
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