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1 Çàâäàííÿ ïåðøîãî òóðó

1.1 ¾Òðèîìiíî¿ (Iëëÿ Ïîðóáëüîâ).

Ôiãóðêîþ òðèîìiíî íàçèâàþòü çâ'ÿçíó ôiãóðó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ êâàäðà-
òiâ. Iñíó¹ ëèøå äâà ñóòò¹âî ðiçíèõ òèïè òàêèõ ôiãóðîê � âîíè çîáðàæåíi íà
ðèñóíêó. Âñi iíøi âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ïîâîðîòàìè. Ïðÿìîêóòíå ïîëå ðîçìiðà-
ìè M ðÿäêiâ òà N ñòîâï÷èêiâ ââàæà¹òüñÿ çàïîâíåíèì ôiãóðêàìè òðèîìiíî,
êîëè:

• Êîæíà ôiãóðêà çíàõîäèòüñÿ ó ìåæàõ ïîëÿ i íàêðèâà¹ ðiâíî òðè êëiòèíêè.

• Ôiãóðêè íå íàêëàäàþòüñÿ.

• Ïîðîæíiõ (íå ïîêðèòèõ ôiãóðêîþ) êëiòèíîê íå áiëüøå íiæ äâi.

Çàïîâíåíå ôiãóðêàìè ïîëå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ïðÿìîêóòíî¨ òàáëèöi. Çíà÷åííÿ 0 ïî-
çíà÷àþòü íå çàïîâíåíó êëiòèíêó. Îäíàêîâi íàòóðàëüíi çíà÷åííÿ ïîçíà÷àþòü, ùî êëiòèíêè
íàëåæàòü îäíié ôiãóðöi, ðiçíi � ðiçíèì.

Çàâäàííÿ Íàïèøiòü ïðîãðàìó triomino, ÿêà, ïðîàíàëiçóâàâøè âìiñò êiëüêîõ ÷èñëîâèõ
äâîâèìiðíèõ òàáëèöü, âèçíà÷èòü äëÿ êîæíî¨ ç íèõ, ÷è çàäà¹ âîíà ïðàâèëüíî çàïîâíåíå
ôiãóðêàìè òðèîìiíî ïðÿìîêóòíå ïîëå.

Âõiäíi äàíi Ïåðøèé ðÿäîê âõiäíîãî ôàéëó triomino.dat ìiñòèòü ¹äèíå öiëå ÷èñëî T
(2 6 T 6 10) � êiëüêiñòü ïðÿìîêóòíèõ òàáëèöü. Äàëi éäóòü T áëîêiâ òàêî¨ ñòðóêòóðè.
Ïåðøèé ðÿäîê áëîêó ìiñòèòü äâà öiëèõ ÷èñëà M òà N (1 6 M 6 200, 1 6 N 6 200) �
êiëüêiñòü ðÿäêiâ òà êiëüêiñòü ñòîâï÷èêiâ âiäïîâiäíî¨ òàáëèöi. Äàëi éäóòü M ðÿäêiâ ïî N
öiëèõ ÷èñåë ó êîæíîìó. Çíà÷åííÿ öèõ ÷èñåë âiä 0 äî [M ×N/3] âêëþ÷íî. Ðîçìið âõiäíîãî
ôàéëó íå ïåðåâèùóâàòèìå 512 ÊÁ.

Âèõiäíi äàíi Âèõiäíèé ôàéë triomino.sol ïîâèíåí ìiñòèòè T ðÿäêiâ, ó êîæíîìó � ñëîâî
YES àáî ñëîâî NO (âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè) íà ïîçíà÷åííÿ òîãî, ÷è çàäà¹ âiäïîâiäíà
òàáëèöÿ ïðàâèëüíî çàïîâíåíå ôiãóðêàìè òðèîìiíî ïîëå.

Îöiíþâàííÿ Ùîíàéìåíøå ó 30% òåñòiâ íå áóäå ôiãóðîê 2-ãî òèïó � áóäóòü àáî ¾ïðÿìi¿
ôiãóðêè âèãëÿäó 1×3 ÷è 3×1, àáî âçàãàëi íå ôiãóðêè òðèîìiíî. Ùîíàéìåíøå ó 40% òåñòiâ
îáèäâà çíà÷åííÿ M òà N êðàòíi 3.

Ïðèêëàä âõiäíèõ òà âèõiäíèõ äàíèõ

triomino.dat triomino.sol

2

4 8

1 2 2 2 6 7 7 9

1 4 4 3 6 7 8 9

1 0 4 3 6 8 8 9

10 10 10 3 0 5 5 5

2 6

1 1 2 2 1 1

0 1 0 2 0 1

YES

NO

Ðèñóíîê äî ïåðøîãî áëîêó:
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1.1.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ

ÿêùî òàáëèöÿ çàïîâíåíà

ïðàâèëüíî, àëå íå ôûãóðêàìè

òðèîìèíî, òî òàêèé òåñò

çàðàõóýòüñÿ?

Ç ïèòàíü ó÷àñíèêiâ

Ðîçãëÿíåìî äâà ðiçíi ïðàâèëüíi òà åôåêòèâíi ñïîñîáè, êîæåí ç ÿêèõ ïðàöþ¹ çà ÷àñ,
ïðîïîðöiéíèé ðîçìiðó âõiäíèõ äàíèõ. Ñïîñiá (Á) î÷åâèäíiøèé (áiëüø ñòàíäàðòíèé), àëå
îáñÿã êîäó âèÿâëÿ¹òüñÿ ìåíøèì ó ñïîñîái (À).

Ñïîñiá (À) Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìàñèâ âiäïîâiäà¹ ïðàâèëüíîìó ïîêðèòòþ ôiãóðêàìè
òðèîìiíî òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ òàêi äâi âèìîãè:

1. Çíà÷åíü ¾0¿ ¹ ðiâíî (N ∗M) mod 3 øòóê, à êîæíîãî çi çíà÷åíü âiä ¾1¿ äî (M*N)div 3

� ðiâíî ïî òðè øòóêè.

2. Äëÿ êîæíîãî çi çíà÷åíü âiä ¾1¿ äî (M*N)div 3, çàéíÿòi íèì êëiòèíêè óòâîðþþòü
ôiãóðêó òðèîìiíî.

Òâåðäæåííÿ 1. Òðè ðiçíi êëiòèíêè, ¾êîîðäèíàòè¿ (ïàðè iíäåêñiâ) ÿêèõ ïîäàíi â ïàðàõ

(A.i, A.k), (B.i, B.k) òà (C.i, C.k), óòâîðþþòü ôiãóðêó òðèîìiíî òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè(
|A.i−B.i|+ |A.k −B.k|

)
+
(
|A.i− C.i|+ |A.k − C.k|

)
+
(
|B.i− C.i|+ |B.k − C.k|

)
= 4.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíî¨ iç äâîõ ìîæëèâèõ ôiãóðîê òðèîìiíî äiéñíî ìà¹ìî 1 + 1 + 2 = 4.
Îñêiëüêè A, B òà C � ðiçíi êëiòèíêè, òî êîæíà ç óçÿòèõ â äóæêè ñóì äâîõ ìîäóëiâ (âîíè

íàçèâàþòüñÿ ìàíõåòåíñüêèìè âiäñòàíÿìè ìiæ êëiòèíêàìè) öiëà äîäàòíà. ×èñëî 4 ìîæíà
ðîçêëàñòè â ñóìó òðüîõ öiëèõ äîäàòíèõ ëèøå ÿê 1 + 1 + 2 (àáî 1 + 2 + 1, àáî 2 + 1 + 1). Ç
iíøîãî áîêó, ìàíõåòåíñüêà âiäñòàíü äîðiâíþ¹ 1 òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè êëiòèíêè ìàþòü
ñïiëüíó ñòîðîíó. Çðàçó äâi îäèíèöi äëÿ ïàð (A,B), (A,C) òà (B,C) îçíà÷àþòü, ùî ÿêàñü iç
êëiòèíîê ìà¹ ñïiëüíi ñòîðîíè ç îáîìà iíøèìè (à òi äâi ìiæ ñîáîþ � íå ìàþòü). À öå i ¹ âñi
ìîæëèâi ôiãóðêè òðèîìiíî, é ëèøå âîíè.

Çðîçóìiëî, ïåðåä çàñòîñóâàííÿì ðîçãëÿíóòîãî êðèòåðiþ (äëÿ êîæíîãî çi çíà÷åíü âiä
¾1¿ äî (M*N)div 3) òðåáà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà âèìîãà (ùîäî êiëüêîñòåé),
à òàêîæ ñôîðìóâàòè ñàìi òðiéêè ¾êîîðäèíàò¿. Öå ìîæíà çðîáèòè, íàïðèêëàä, òàê. Ñòâîðèìî
ìàñèâè num : array[0..(200*200)div 3] of integer òà C : array[1..(200*200)div 3]

of array[1..3] of record i, j : integer end. Â åëåìåíòàõ num çáåðiãàòèìåìî êiëüêîñòi
âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü. Êîæåí åëåìåíò C[v] áóäå ìàñèâîì, ùî ìiñòèòèìå ïåðåëiê ¾êîîðäèíàò¿
ðiçíèõ êëiòèíîê çi çíà÷åííÿì v. Ìàñèâè num òà C ïðè áàæàííi ìîæíà ôîðìóâàòè îäðàçó ïðè
÷èòàííi âõiäíèõ äàíèõ (ïðî÷èòàëè ç ôàéëó v, çáiëüøèëè num[v], ÿêùî âîíî íå ïåðåâèùèëî 3,
òî äîïèñàëè ïîòî÷íi ¾êîîðäèíàòè¿ äî C[v]). Àëå òîäi íå çàáóâà¹ìî, ùî ó âõiäíîìó ôàéëi
êiëüêà òåñòîâèõ áëîêiâ, òîìó íàâiòü ÿêùî âæå çíà¹ìî, ùî ïîòî÷íà âiäïîâiäü ¾NO¿, äàíi
áëîêó òðåáà äî÷èòàòè äî êiíöÿ.

3



Ñïîñiá (Á) Çàäà÷à âèäiëåííÿ ôiãóðîê ó êëiò÷àòîìó ïîëi (çà äîïîìîãîþ, íàïðèêëàä, ïî-
øóêó â øèðèíó àáî â ãëèáèíó) äîñèòü ñòàíäàðòíà, âêàçiâêè ùîäî ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ ìîæíà
çíàéòè ó áàãàòüîõ äæåðåëàõ. Ââàæàþ÷è çàäà÷ó âèäiëåííÿ îäíi¹¨ ôiãóðêè âiäîìîþ, äàíó
çàäà÷ó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè òàê:

1. Çàâåñòè äîïîìiæíèé ìàñèâ [1..(200*200)div 3] of boolean, ñìèñë ÿêîãî � ¾÷è âiä-
áóâàâñÿ âæå ïîøóê ôiãóðîê, óòâîðåíèõ äàíèì ÷èñëîì¿.

2. Ïðî÷èòàòè âõiäíi äàíi áëîêó â äâîâèìiðíèé ìàñèâ.

3. Ïåðåãëÿäàòè åëåìåíòè äâîâèìiðíîãî ìàñèâó ðÿäîê çà ðÿäêîì, i ùîðàçó, çíàéøîâøè
äîäàòíå ÷èñëî:
(a) ßêùî ôiãóðêó, óòâîðåíó òàêèì ñàìèì çíà÷åííÿì, âæå øóêàëè � âiäïîâiäü íà

ïîòî÷íèé áëîê ¾NO¿, ïåðåâiðêó ìîæíà îáðèâàòè.
(b) Âèäiëèòè ôiãóðêó, óòâîðåíó ïîòî÷íèì ÷èñëîì, çàìiíþþ÷è âõîäæåííÿ öüîãî ÷è-

ñëà, íàïðèêëàä, íà ïðîòèëåæíå (mass[i][j]:=-mass[i][j]), i ðàõóþ÷è êiëüêiñòü
êëiòèíîê ó ôiãóðöi. ßêùî êiëüêiñòü 6= 3 � âiäïîâiäü íà ïîòî÷íèé áëîê ¾NO¿,
ïåðåâiðêó ìîæíà ïðèïèíèòè.

4. ßêùî ïåðåâiðêà íå áóëà ïðèïèíåíà, ïåðåâiðèòè áóäü-ÿêó îäíó ç âëàñòèâîñòåé: àáî
¾êiëüêiñòü íóëiâ ó ìàñèâi âiä 0 äî 2¿, àáî ¾äëÿ âñiõ çíà÷åíü âiä 1 äî (M∗N)div3 ôiãóðêà
áóëà âèäiëåíà¿ � öå äàñòü îñòàòî÷íó âiäïîâiäü ¾YES¿ àáî ¾NO¿ äëÿ ïîòî÷íîãî áëîêó.

Òåõíi÷íå çàóâàæåííÿ Âõiäíi äàíi äîñèòü âåëèêi çà ðîçìiðîì, òîìó ñëiä âèáðàòè åôå-
êòèâíèé ñïîñiá ÷èòàííÿ. Read ìîâè Ïàñêàëü, scanf ìîâè C òà îïåðàòîð >> êëàñó ifstream

ìîâè C++ äîñòàòíüî åôåêòèâíi. À ïî¹äíàííÿ îïåðàòîðà >> îá'¹êòà cin ç freopen-îì � íi.

1.2 ¾Ìóòàöiÿ¿ (Ðîìàí �äåìñüêèé).

Â÷åíi ïëàíåòè Îëiìïiÿ âïðèòóë íàáëèçèëèñÿ äî âiäêðèòòÿ õàðàêòåðíîãî ãåíîìó äëÿ âèäó
îëiìïiéñüêèõ àìåá, à ñàìå: âîíè çíàéøëè ïîñëiäîâíiñòü ãåíiâ, ïðî ÿêó âiäîìî, ùî âîíà
ìiñòèòü ðiâíî îäèí çàéâèé ãåí. Íà ïîòî÷íîìó åòàïi â÷åíèì íåîáõiäíî çíàéòè óñi ãåíè, ÿêi
ìîæóòü âèÿâèòèñÿ çàéâèìè ó öié ïîñëiäîâíîñòi. Äëÿ öüîãî â÷åíi âèêîðèñòîâóþòü ãåíîì
îðãàíiçìó, ÿêèé ãàðàíòîâàíî ¹ ïðåäñòàâíèêîì öüîãî âèäó.

Ïîñëiäîâíiñòü ãåíiâ, çíàéäåíà â÷åíèìè, òà ãåíîì îðãàíiçìó ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ó
âèãëÿäi ðÿäêà, ñêëàäåíîãî ç ìàëåíüêèõ ëiòåð àíãëiéñüêîãî àëôàâiòó. Êîæíà ëiòåðà âiäïî-
âiäà¹ îêðåìîìó ãåíó. Âiäîìî, ùî îðãàíiçì A íàëåæèòü äî ïåâíîãî âèäó X, ÿêùî ç ðÿäêà,
ùî ïðåäñòàâëÿ¹ ãåíîì îðãàíiçìó A, ìîæíà âèêðåñëèòè ïåâíi ñèìâîëè òà îòðèìàòè ðÿäîê,
ùî ïðåäñòàâëÿ¹ õàðàêòåðíèé ãåíîì äëÿ âèäó X.

Çàâäàííÿ Íàïèøiòü ïðîãðàìómutation, ùî çà çàäàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ ãåíiâ, ùî çíàéøëè
â÷åíi, òà ãåíîìó ïðåäñòàâíèêà âèäó, çíàéäå iíäåêñè óñiõ ãåíiâ, ÿêi ìîæóòü áóòè çàéâèìè ó
ïîñëiäîâíîñòi ãåíiâ, çíàéäåíî¨ â÷åíèìè.

Âõiäíi äàíi Âõiäíèé ôàéë mutation.dat ìiñòèòü äâà ðÿäêè. Ïåðøèé ðÿäîê ïðåäñòàâëÿ¹
çíàéäåíó â÷åíèìè ïîñëiäîâíiñòü ãåíiâ. Äðóãèé ðÿäîê � ãåíîì ïðåäñòàâíèêà âèäó. Îáèäâà
ðÿäêè íåïîðîæíi, ñêëàäàþòüñÿ iç ìàëåíüêèõ ëiòåð ëàòèíñüêîãî àëôàâiòó, òà äîâæèíà êî-
æíîãî ç íèõ íå ïåðåâèùó¹ 40 000 ñèìâîëiâ.

Âèõiäíi äàíi Ïåðøèé ðÿäîê âèõiäíîãî ôàéëó mutation.sol ìà¹ ìiñòèòèòè îäíå öiëå ÷è-
ñëî � êiëüêiñòü ãåíiâ, êîæåí ç ÿêèõ, ìîæëèâî, ¹ çàéâèì ó çíàéäåíié â÷åíèìè ïîñëiäîâíîñòè
ãåíiâ. Ó äðóãîìó ðÿäêó âèâåäiòü iíäåêñè óñiõ òàêèõ ãåíiâ â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ. Ãàðàíòîâàíî,
ùî iñíó¹ õî÷à á îäèí çàéâèé ãåí.
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Îöiíþâàííÿ Ó 50% òåñòiâ äîâæèíè ðÿäêiâ ó âõiäíèõ äàíèõ íå ïåðåâèùóþòü 2000.

Ïðèêëàä âõiäíèõ òà âèõiäíèõ äàíèõ

mutation.dat mutation.sol

adca

abcdaba

2

2 3

Ç ïîñëiäíîâíîñòi adca ïîòðiáíî âèäàëàòè àáî ãåí d, àáî ãåí ñ. Òàêèì ÷èíîì, ó ïåðøîìó
âèïàäêó ìè îòðèìà¹ìî ïîñëiäíîâíiñòü aca, ÿêó ìîæíà îòðèìàòè ç ãåíîìó, íàïðèêëàä, òàê:
abcdaba, à ó äðóãîìó âèïàäêó - ïîñëiäîâíiñòü ada, ÿêó ìîæíà îòðèìàòè, íàïðèêëàä, òàê:
abcdaba.

1.2.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ

Ïiñëÿ ôîðìàëiçàöi¨ îòðèìà¹ìî òàêó ïîñòàíîâêó çàäà÷i:
Äàíî äâà ðÿäêè A òà B äîâæèíîþ äî 40 000. Íåîáõiäíî çíàéòè óñi òàêi ñèìâîëè ðÿäêà

B, ùî ïiñëÿ âèäàëåííÿ îäíîãî ç íèõ çàëèøîê B áóâ áè ïiäïîñëiäîâíiñòþ ðÿäêà A.
� âiäîìà çàäà÷à ïðî ïåðåâiðêó òîãî, ùî îäèí ðÿäîê ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòþ iíøîãî. Òîáòî

íåõàé ìè ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî B ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòþ A. Ðîçâ'ÿçàòè òàêó çàäà÷ó ìîæíà çà äîïî-
ìîãîþ æàäiáíîãî àëãîðèòìó: ïåðåáèðà¹ìî ñèìâîëè ðÿäêà A, ïî÷èíàþ÷è ç ïî÷àòêó, i ÿêùî
çóñòði÷à¹ìî ñèìâîë, ðiâíèé ïåðøié ëiòåði ðÿäêà B, òî âèäàëÿ¹ìî öþ ëiòåðó ç íüîãî. ßêùî ïî
çàêií÷åííi âèêîíàííÿ öüîãî àëãîðèòìó ðÿäîê B çàëèøèâñÿ ïîðîæíiì, òî ïî÷àòêîâèé ðÿäîê
B áóâ ïiäïîñëiäîâíiñòþ ðÿäêà A. Ñêëàäíiñòü òàêîãî àëãîðèòìó ¹ ëiíiéíîþ âiäíîñíî ñóìè
äîâæèí äâîõ ðÿäêiâ.

Iíòåðïðåòó¹ìî öåé æàäiáíèé àëãîðèòì ÿê àëãîðèòì äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ: äëÿ
êîæíîãî ïðåôiêñà ðÿäêà A[1 . . . i] ïiäðàõó¹ìî P [i] � íàéáiëüøó äîâæèíó ïðåôiêñà ðÿäêà
B, ùî B[1 . . . P [i]] ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòþ ïðåôiêñà A[1 . . . i]. Íåõàé P [0] = 0, òîäi äëÿ i > 0:
P [i] = P [i− 1], ÿêùî P [i− 1] = |B| àáî A[i] 6= B[P [i− 1] + 1] òà P [i] = P [i− 1] + 1 ó âèïàäêó
A[i] = B[P [i− 1] + 1] òà P [i− 1] < |B|. ßêùî P [|A|] = |B|, òî B ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòþ A.

Àäàïòó¹ìî öþ iäåþ íà âèïàäîê, êîëè íàì òðåáà âèäàëèòè îäíó ëiòåðó ç ðÿäêà B, à ñà-
ìå: ïiäðàõó¹ìî P [i] òà àíàëîãi÷íó ¨é âåëè÷èíó S[i] � íàéáiëüøó äîâæèíó ñóôiêñà ðÿäêà B,
ïðè ÿêîìó âií ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòþ ñóôiêñà A[i . . . |A|]. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè âèäàëèëè äåÿêèé
ñèìâîë x ç ðÿäêà B i îòðèìàëè ðÿäîê C(x) = B[1 . . . x−1]+B[x+1 . . . |B|]. Íåñêëàäíî çðîçó-
ìiòè, ùî C(x) ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòþ A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çíàéäåòüñÿ ïðåôiêñ A[1 . . . i], ùî
B[1 . . . x− 1] ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòþ A[1 . . . i], à B[x+ 1 . . . |B|] ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòþ A[i+ 1 . . . |A|].
Òîáòî äëÿ äåÿêîãî iíäåêñó i âèêîíó¹òüñÿ P [i] > x− 1 òà S[i + 1] > |B| − x, à ç âëàñòèâîñòåé
ìîíîòîííîñòi âåëè÷èí P , S ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî iñíó¹ òàêîæ iíäåêñ 0 6 j 6 |A| òàêèé,
ùî P [j] = x− 1 òà S[j + 1] > |B| − x. Ââàæà¹ìî, ùî S[|A|+ 1] = 0.

Çâiäñè ìà¹ìî òàêèé àëãîðèòì:

1. Ïîáóäó¹ìî âåëè÷èíè P òà S.

2. Ïåðåáèðà¹ìî iíäåêñ j (0 6 j 6 |A|):
ÿêùî P [j] + S[j + 1] > |B| − 1 òà P [j] + 1 6 |B|:

iíäåêñ P [j] + 1 äîäà¹ìî äî íàáîðó øóêàíèõ iíäåêñiâ.

1.3 ¾Áàçà äàíèõ¿ (Àíäðié Êîðîòêîâ).

Íà ïiäïðè¹ìñòâi ïðàöþ¹ N ñïiâðîáiòíèêiâ. Ìiæ íèìè iñíó¹ M çâ'ÿçêiâ ¾êåðiâíèê � ïiäëå-
ãëèé¿. Ó ñïiâðîáiòíèêà ìîæå áóòè äåêiëüêà êåðiâíèêiâ òà ïiäëåãëèõ. Íå iñíó¹ ïîñëiäîâíîñòi
çâ'ÿçêiâ ¾êåðiâíèê � ïiäëåãëèé¿, ÿêà ïî÷èíà¹òüñÿ òà çàêií÷ó¹òüñÿ îäíèì i òèì ñàìèì ñïiâ-
ðîáiòíèêîì.
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Äîñòóï äî êîðïîðàòèâíî¨ áàçè äàíèõ ðåãóëþ¹òüñÿ ñèñòåìîþ ïðàâ. Ó êîæåí ìîìåíò ÷àñó
äëÿ êîæíîãî ñïiâðîáiòíèêà îäíîçíà÷íî âiäîìî: ìà¹ âií ïðàâà íà äîñòóï äî áàçè äàíèõ, ÷è
íi. Ïåâíèé ÷àñ òîìó, êîëè áàçó äàíèõ áóëî âñòàíîâëåíî ó ïiäïðè¹ìñòâi, íiõòî íå ìàâ ïðàâ íà
äîñòóï äî íå¨. Â ïðîöåñi ðîáîòè ç áàçîþ äàíèõ ïðàâà íà äîñòóï çìiíþâàëèñü çà äîïîìîãîþ
îïåðàöié âèãëÿäó:

1. Àäìiíiñòðàòîð íàäà¹ ïðàâà ñïiâðîáiòíèêó X.

2. Àäìiíiñòðàòîð ïîçáàâëÿ¹ ïðàâ ñïiâðîáiòíèêà X.

3. Ñïiâðîáiòíèê ïî÷èíà¹ äiëèòèñÿ ïðàâàìè ç óñiìà áåçïîñåðåäíiìè ïiäëåãëèìè.

4. Ñïiâðîáiòíèê ïî÷èíà¹ äiëèòèñÿ ïðàâàìè ç óñiìà áåçïîñåðåäíiìè ïiäëåãëèìè. Ïîòiì
äëÿ êîæíîãî áåçïîñåðåäíüîãî ïiäëåãëîãî ñïiâðîáiòíèêà âèêîíó¹òüñÿ îïåðàöiÿ 4.

5. Ñïiâðîáiòíèê ïðèïèíÿ¹ äiëèòèñÿ ñâî¨ìè ïðàâàìè ç óñiìà áåçïîñåðåäíiìè ïiäëåãëèìè.

Ñïiâðîáiòíèê X ìà¹ ïðàâà íà äîñòóï äî êîðïîðàòèâíî¨ áàçè äàíèõ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ
õî÷à á îäíà ç òàêèõ óìîâ:

1. Îñòàííüîþ îïåðàöi¹þ Àäìiíiñòðàòîðà âiäíîñíî ñïiâðîáiòíèêà X áóëî íàäàííÿ éîìó
ïðàâ.

2. Õî÷à á îäèí ç áåçïîñåðåäíiõ êåðiâíèêiâ, ùî ìà¹ ïðàâà íà ïîòî÷íèé ìîìåíò, äiëèòüñÿ
ç íèì ïðàâàìè íà äîñòóï.

Çâåðíiòü óâàãó. ßêùî ñïiâðîáiòíèê ïîäiëèâñÿ ïðàâàìè äîñòóïó çi ñâî¨ìè ïiäëåãëèìè, à
ïîòiì ¨õ âòðàòèâ, âií âñå ðiâíî ïðîäîâæó¹ äiëèòèñü ïðàâàìè çi ñâî¨ìè ïiäëåãëèìè. Îäíàê
âîíè íå çìîæóòü öèì ñêîðèñòàòèñÿ äëÿ îäåðæàííÿ ïðàâ, ïîêè öåé ñïiâðîáiòíèê çíîâó íå
îòðèìà¹ ïðàâ íà äîñòóï (äèâ. äðóãèé ïðèêëàä ç óìîâè).

Çàâäàííÿ Íàïèøiòü ïðîãðàìó database, ÿêà ïî çàäàíié ïîñëiäîâíîñòi îïåðàöié ïî çìiíi
ïðàâ íà äîñòóï äî êîðïîðàòèâíî¨ áàçè äàíèõ äëÿ êîæíîãî ñïiâðîáiòíèêà âèçíà÷àòèìå, ÷è
áóäå âií ìàòè ïðàâà íà äîñòóï ïiñëÿ âèêîíàííÿ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi îïåðàöié.

Äëÿ çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi îïåðàöié âèêîíóþòüñÿ òàêi îáìåæåííÿ. Äëÿ êîæíîãî ñïiâðî-
áiòíèêà æîäíà ç îïåðàöié 1 òà 2 íå çóñòði÷à¹òüñÿ äâi÷i ïîñïiëü. Íå çóñòði÷àþòüñÿ îïåðàöi¨
3 òà 4, êîëè ó âiäïîâiäíèé ìîìåíò ÷àñó ñïiâðîáiòíèê íå ìà¹ ïðàâ íà äîñòóï. Íå çóñòði÷àþ-
òüñÿ îïåðàöi¨ 5, êîëè ó âiäïîâiäíèé ìîìåíò ÷àñó ñïiâðîáiòíèê íå äiëèòüñÿ ïðàâàìè çi ñâî¨ìè
ïiäëåãëèìè.

Âõiäíi äàíi Ïåðøèé ðÿäîê âõiäíîãî ôàéëó database.dat ìiñòèòü äâà öiëèõ ÷èñëà: N
(1 6 N 6 10 000) � êiëüêiñòü ñïiâðîáiòíèêiâ ïiäïðè¹ìñòâà, òà M (1 6 M 6 50 000) �
êiëüêiñòü çâ'ÿçêiâ ¾êåðiâíèê � ïiäëåãëèé¿. Íàñòóïíi M ðÿäêiâ ìiñòÿòü ïî äâà íàòóðàëüíèõ
÷èñëà X òà Y (1 6 X,Y 6 N), âèçíà÷àþ÷è, ùî X ¹ áåçïîñåðåäíiì êåðiâíèêîì Y . Íàñòóïíèé
ðÿäîê ìiñòèòü ÷èñëîK (1 6 K 6 20 000) � êiëüêiñòü îïåðàöié çìiíè ïðàâ. ÍàñòóïíiK ðÿäêiâ
ìiñòÿòü ïî äâà íàòóðàëüíèõ ÷èñëà T òà X (1 6 T 6 5, 1 6 X 6 N) � âiäïîâiäíî òèï îïåðàöi¨
òà íîìåð ñïiâðîáiòíèêà, ÿêîãî âîíà ñòîñó¹òüñÿ.

Âèõiäíi äàíi �äèíèé ðÿäîê âèõiäíîãî ôàéëó database.sol ìà¹ ìiñòèòè N öiëèõ ÷èñåë,
ðîçäiëåíèõ ïðîïóñêàìè. i-òå ÷èñëî ðiâíå 1 àáî 0, â çàëåæíîñòi âiä òîãî, ìàòèìå i-é ñïiâðî-
áiòíèê ïðàâà äîñòóïó ïiñëÿ âèêîíàííÿ çàäàíèõ êîìàíä (1), ÷è íi (0).

Îöiíþâàííÿ Ïðèíàéìíi ó 20% òåñòiâ ïðèñóòíi ëèøå îïåðàöi¨ 1�3. Ïðèíàéìíi ó 35%
òåñòiâ ïðèñóòíi ëèøå îïåðàöi¨ 1�4. Ïðèíàéìíi â 40% òåñòiâ N 6 500, M 6 500, K 6 1000.
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Ïðèêëàäè âõiäíèõ òà âèõiäíèõ äàíèõ

database.dat database.sol

5 5

1 2

1 3

2 4

3 4

3 5

4

1 1

4 1

1 2

5 1

1 1 0 1 0

database.dat database.sol

2 1

1 2

4

1 1

3 1

2 1

1 1

1 1

Ïîÿñíåííÿ äî ïðèêëàäó 1

1. 1-é ñïiâðîáiòíèê îòðèìó¹ ïðàâà íà äîñòóï âiä àäìiíiñòðàòîðà.

2. 1-é ñïiâðîáiòíèê ïî÷èíà¹ äiëèòèñÿ ïðàâàìè íà äîñòóï iç 2-ì òà 3-ì ñïiâðîáiòíèêàìè.
Ó ñâîþ ÷åðãó 2-é äiëèòüñÿ iç 4-ì, à 3-é äiëèòüñÿ ç 4-ì i 5-ì ñïiâðîáiòíèêàìè.

3. 2-é ñïiâðîáiòíèê îòðèìó¹ ïðàâà äîñòóïó âiä àäìiíiñòðàòîðà.

4. 1-é ñïiâðîáiòíèê ïðèïèíÿ¹ äiëèòèñÿ ïðàâàìè íà äîñòóï iç 2-ì òà 3-ì ñïiâðîáiòíèêàìè. Â
ðåçóëüòàòi 3-é ñïiâðîáiòíèê âòðà÷à¹ ïðàâà íà äîñòóï, à 2-é ñïiâðîáiòíèê � íi, îñêiëüêè
âií ìà¹ ïðàâà íà äîñòóï âiä àäìiíiñòðàòîðà. 4-é ñïiâðîáiòíèê òàêîæ íå âòðà÷à¹ ïðàâà
íà äîñòóï, îñêiëüêè 2-é ñïiâðîáiòíèê ìà¹ ïðàâà íà äîñòóï i äiëèòüñÿ ç íèì ïðàâàìè.
5-é ñïiâðîáiòíèê âòðà÷à¹ ïðàâà, òîìó ùî 3-é ñïiâðîáiòíèê õî÷ i äiëèòüñÿ ïðàâàìè, íà
ïîòî÷íèé ìîìåíò íå ìà¹ ïðàâ.

Ïîÿñíåííÿ äî ïðèêëàäó 2

1. 1-é ñïiâðîáiòíèê îòðèìó¹ ïðàâà íà äîñòóï âiä àäìiíiñòðàòîðà.

2. 1-é ñïiâðîáiòíèê ïî÷èíà¹ äiëèòèñÿ ïðàâàìè íà äîñòóï iç 2-ì ñïiâðîáiòíèêîì. 2-é ñïiâ-
ðîáiòíèê îòðèìó¹ ïðàâà, òîìó ùî 1-é ìà¹ ïðàâà i äiëèòüñÿ ïðàâàìè ç íèì.

3. Àäìiíiñòðàòîð ïîçáàâëÿ¹ ïðàâ 1-ãî ñïiâðîáiòíèêà. 2-é ñïiâðîáiòíèê òàêîæ âòðà÷à¹ ïðà-
âà, îñêiëüêè 1-é õî÷ äiëèòüñÿ ç íèì ïðàâàìè, íà äàíèé ìîìåíò ¨õ íå ìà¹.

4. 1-é ñïiâðîáiòíèê îòðèìó¹ ïðàâà íà äîñòóï âiä àäìiíiñòðàòîðà. 2-é ñïiâðîáiòíèê îòðèìó¹
ïðàâà, îñêiëüêè 1-é ñïiâðîáiòíèê ìà¹ ïðàâà íà ïîòî÷íèé ìîìåíò ÷àñó i äiëèòüñÿ ç íèì
ïðàâàìè.

1.3.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: Γ = (V,R) � ãðàô, ùî çàäà¹ i¹ðàðõiþ íà ïiäïðè¹ìñòâi, V � ìíîæèíà
âåðøèí (ñïiâðîáiòíèêiâ), R � ìíîæèíà ðåáåð (íà÷àëüíèê, ïiäëåãëèé). last0[t][x] � íàéáiëü-
øèé ÷àñ âèêîíàííÿ êîìàíäè tx. last[t][x] � íàéáiëüøèé ìîìåíò ÷àñó, êîëè äëÿ âåðøèíè x
áóëà âèêîíàíà îïåðàöiÿ t. ans[x] � ÷è ìàòèìå ïðàâà x ïiñëÿ âèêîíàííÿ çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi
îïåðàöié.

last[t][x] =

{
last0[t][x], ÿêùî t 6= 4;

min(last0[t][x],min(y,x)∈R(last[t][y])), ÿêùî t = 4.
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Òîïîëîãi÷íî âiäñîðòó¹ìî âåðøèíè ãðàôà. Îá÷èñëèìî âiäïîâiäü äëÿ âåðøèíè ãðàôó, ïî÷è-
íàþ÷è ç òîïîëîãi÷íî ñòàðøèõ. Â òàêîìó ðàçi, ïðè ðîçãëÿäi äîâiëüíî¨ âåðøèíè x âñi ¨¨ íà-
÷àëüíèêè áóäóòü ðîçãëÿíóòi ïîïåðåäíüî. Óìîâè âîëîäiííÿ ïðàâàìè äëÿ x áóäóòü âèãëÿäàòè
íàñòóïíèì ÷èíîì:

1) last[1][x] > last[2][x];
2) ans[y] AND max(last[3][y], last[4][y]) > last[5][y], (y, x) ∈ R.
Ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó O(N + M + K).

1.4 ¾Àâòîìàãiñòðàëü¿ (Iëëÿ Ïîðóáëüîâ).

Êîìàíäà Ëîãàðèôìi÷íî¨ îáëàñòi êðà¨íè Îëiìïiÿ çáèðà¹òüñÿ íà îëiìïiàäó, ùî âiäáóäåòüñÿ ó
äàëåêîìó ìiñòi Åêñïîíåíöiàëüñüêó. �õàòè êîìàíäà áóäå âëàñíèì àâòîáóñîì. Àâòîìàãiñòðàëü,
ùî ç'¹äíó¹ Ëîãàðèôìi÷íó îáëàñòü ç Åêñïîíåíöiàëüñüêîì, ñêëàäà¹òüñÿ ç N ïîñëiäîâíèõ ôðà-
ãìåíòiâ. Âñåðåäèíi êîæíîãî ôðàãìåíòà ìîæíà ¨õàòè àáî ïî áåçïëàòíié äîðîçi, âèòðà÷àþ÷è
ai ñåêóíä, àáî ïî ïëàòíié, âèòðà÷àþ÷è ci îëiìïiéñüêèõ öåíòiâ òà bi ñåêóíä. Ìiæ öèìè ôðà-
ãìåíòàìè ¹ òðàíñïîðòíi ðîçâ'ÿçêè, ÷åðåç ÿêi ìîæíà ç'¨õàòè ç îäíi¹¨ äîðîãè íà iíøó. Òàêi
ïåðåáóäîâè âèìàãàþòü qi ñåêóíä (áåç ðiçíèöi, ç ïëàòíî¨ äîðîãè íà áåçïëàòíó, ÷è ç áåçïëàòíî¨
íà ïëàòíó). Ïðè ïðîäîâæåííi ðóõó ïî òié ñàìié äîðîçi àíàëîãi÷íèõ çàòðèìîê íå âèíèêà¹.
Ñïî÷àòêó ìîæíà âè¨õàòè õî÷ íà áåçïëàòíó äîðîãó, õî÷ íà ïëàòíó. Çàâåðøèòè øëÿõ òåæ
ìîæíà ïî áóäü-ÿêié ç äâîõ äîðiã îñòàííüîãî ôðàãìåíòà. Òîìó, ðîçâ'ÿçêè ¹ ëèøå ìiæ 1-ì òà
2-ì ôðàãìåíòàìè, ìiæ 2-ì òà 3-ì, . . . , ìiæ (N − 1)-ì òà N -ì.

Ïðè ïî¨çäöi íà îëiìïiàäó äóæå âàæëèâî âñòèãíóòè â÷àñíî, òîìó êîìàíäó öiêàâèòü, çà
ÿêó íàéìåíøó âàðòiñòü ìîæíà äiñòàòèñÿ ç Ëîãàðèôìi÷íî¨ îáëàñòi äî Åêñïîíåíöiàëüñüêà,
âèòðàòèâøè ñóìàðíî íå áiëüø ÿê T ñåêóíä. Ïðè ïîâåðíåííi ç îëiìïiàäè ÷àñ íå íàñòiëüêè
êðèòè÷íèé, i ïåðåä êîìàíäîþ áóëà ïîñòàâëåíà âèìîãà ñïëàòèòè íà çâîðîòíüîìó øëÿõó íå
áiëüø ÿê S îëiìïiéñüêèõ öåíòiâ äîðîæíiõ çáîðiâ. Óñi âèòðàòè ÷àñó òà äîðîæíi çáîðè îäíàêîâi
ïðè ðóõó â îáîõ íàïðÿìêàõ.

Çàâäàííÿ Íàïèøiòü ïðîãðàìó highway, ÿêà çà äàíèìè ïðî áåçïëàòíi òà ïëàòíi äîðîãè
àâòîìàãiñòðàëi çíàõîäèòèìå:

1. Íàéìåíøó öiíó, çà ÿêó ìîæíà äiñòàòèñÿ íà îëiìïiàäó çà ÷àñ, íå áiëüøèé T ñåêóíä.

2. Íàéìåíøèé ÷àñ, çà ÿêèé ìîæíà ïîâåðíóòèñÿ ç îëiìïiàäè, ñïëàòèâøè íå áiëüø íiæ S
öåíòiâ äîðîæíiõ çáîðiâ.

Âõiäíi äàíi Ïåðøèé ðÿäîê âõiäíîãî ôàéëó highway.dat ìiñòèòü òðè öiëèõ ÷èñëà N
(2 6 N 6 40) � êiëüêiñòü ôðàãìåíòiâ ìàãiñòðàëi, T (0 6 T 6 1016) òà S (0 6 S 6 1016) �
îáìåæåííÿ íà ñóìàðíèé ÷àñ ïðè ïîøóêó ïåðøî¨ âiäïîâiäi òà îáìåæåííÿ íà ñóìàðíó âàð-
òiñòü ïðè ïîøóêó äðóãî¨. Äðóãèé ðÿäîê ìiñòèòü òðè öiëi ÷èñëà a1, b1 òà c1 � ÷àñ ðóõó ïî
áåçïëàòíié òà ïëàòíié äîðîãàõ 1-ãî ôðàãìåíòà, òà öiíó ïðî¨çäó ïî ïëàòíié. Êîæåí ç íàñòó-
ïíèõ N −1 ðÿäêiâ ìiñòèòü ïî ÷îòèðè öiëi ÷èñëà qi, ai, bi òà ci � ñïî÷àòêó ÷àñ íà ïåðåáóäîâó
ìiæ äîðîãàìè, ïîòiì ÷àñ ðóõó ïî áåçïëàòíié òà ïëàòíié äîðîãàõ öüîãî ôðàãìåíòà, ïîòiì
öiíó ïðî¨çäó ïî ïëàòíié. Çàóâàæèìî, ùî íà øëÿõó íà îëiìïiàäó qi � ÷àñ, íåîáõiäíèé íà
ïåðåáóäîâó ç (i − 1)-ãî ôðàãìåíòà íà i-é, à íà çâîðîòíüîìó øëÿõó qi � ÷àñ, íåîáõiäíèé íà
ïåðåáóäîâó ç i-ãî ôðàãìåíòà íà (i − 1)-é (çà óìîâè, ùî àâòîáóñ ç'¨æäæà¹ ç ïëàòíî¨ äîðîãè
íà áåçïëàòíó àáî íàâïàêè). Óñi çíà÷åííÿ ai, bi òà ci (1 6 i 6 N) ó ìåæàõ âiä 1 äî 1015. Óñi
çíà÷åííÿ qi (2 6 i 6 N) ó ìåæàõ âiä 0 äî 109.

Âèõiäíi äàíi �äèíèé ðÿäîê âèõiäíîãî ôàéëó highway.sol ìà¹ ìiñòèòè äâà öiëèõ ÷èñëà �
âàðòiñòü íàéäåøåâøîãî ñåðåä ñïîñîáiâ äiñòàòèñÿ íà îëiìïiàäó çà ÷àñ, íå áiëüøèé T ñåêóíä,
òà òðèâàëiñòü íàéøâèäøîãî ñåðåä ñïîñîáiâ ïîâåðíóòèñÿ ç îëiìïiàäè, ñïëàòèâøè íå áiëüø
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íiæ S öåíòiâ äîðîæíiõ çáîðiâ. ßêùî æîäíîãî âiäïîâiäíîãî ñïîñîáó íå iñíó¹, ñëiä âèâîäèòè
−1 ÿê îäíå iç ÷èñåë.

Îöiíþâàííÿ Ùîíàéìåíøå ó 30% òåñòiâ âèêîíó¹òüñÿ äîäàòêîâå îáìåæåííÿ 2 6 N 6 17.
Ùîíàéìåíøå ó 40% òåñòiâ âèêîíó¹òüñÿ äîäàòêîâå îáìåæåííÿ âèãëÿäó: T , S, óñi qi, ai, bi òà
ci íå ïåðåâèùóþòü 105.

Ïðèêëàä âõiäíèõ òà âèõiäíèõ äàíèõ

highway.dat highway.sol

5 2012 2012

10000 17 10000

4 1000 17 1000

3 100 17 100

2 10 17 10

1 1 17 1

10000 10051

Ïîÿñíåííÿ

Íàéäåøåâøèé ñïîñiá çà ÷àñ, íå áiëüøèé 2012 � ïðî¨õàòè 1-é ôðàãìåíò ïî ïëàòíié äîðîçi,
äàëi ïî áåçïëàòíié: ñóìàðíà âàðòiñòü 10000+0+0+0+0 = 10000 çà ÷àñ 17+4 (ïåðåáóäîâà)+
1000 + 100 + 10 + 1 = 1132. Íàéøâèäøèé ñïîñiá ïîâåðíóòèñÿ ç ñóìîþ çáîðiâ íå áiëüøå
2012 � 5-é i 4-é ôðàãìåíòè ïî áåçïëàòíié, 3-é i 2-é ïî ïëàòíié, 1-é ïî áåçïëàòíié: ÷àñ
1 + 10 + 2 (ïåðåáóäîâà) + 17 + 17 + 4 (ïåðåáóäîâà) + 10000 = 10051 ïðè ñóìi çáîðiâ 0 + 1000 +
100 + 0 + 0 = 1100.

1.4.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ

Ñïîñiá ç ãàðàíòîâàíî äîïóñòèìèìè ÷àñîì ðîáîòè i îá'¹ìîì ïàì'ÿòi âèêîðèñòîâó¹ ¾meet in
the middle¿, ¾2 âêàçiâíèêà¿ òà ìîäèôiêàöi¨ çëèòòÿ i ìà¹ àñèìïòîòè÷íó ñêëàäíiñòü O(2N/2)
÷àñó, O(2N/2) ïàì'ÿòi. Çíà÷íî åôåêòèâíiøîãî ïðàâèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, ìàáóòü, íå iñíó¹, áî
çàäà÷à NP-ïîâíà (ÿê óçàãàëüíåííÿ NP-ïîâíî¨ çàäà÷i ¾¹ ñóêóïíiñòü åëåìåíòiâ, âèáðàòè äåÿêi
ç íèõ òàê, ùîá ñóìà âèáðàíèõ áóëà ÿêîìîãà áëèæ÷îþ çíèçó äî S¿).

Âðàõîâóþ÷è ñïîñiá îöiíþâàííÿ äàíî¨ îëiìiïàäè, íåïîãàíèõ ðåçóëüòàòiâ ìîæíà äîñÿãòè
òàêîæ i ïåðåáiðíèìè (ÿêi íå ãàðàíòóþòü, ùî ïðîãðàìà çàâæäè âêëàäàòèìåòüñÿ ó îáìåæå-
ííÿ ïî ÷àñó) òà/àáî åâðèñòè÷íèìè (ÿêi íå ãàðàíòóþòü ïðàâèëüíîñòi) ìåòîäàìè � ìîæíà
ïåðåïðîáóâàòè êiëüêà ïåðåáîðiâ òà/àáî åâðèñòèê i âèáðàòè ç íèõ âàðiàíò, ÿêèé ïðèíîñèòü
ìàêñèìàëüíi áàëè.

Îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê � ïiäòðèìêà ñóêóïíîñòi íå äîìiíîâàíèõ ïàð Ïîáóäó¹ìî
äëÿ ôðàãìåíòiâ ìàãiñòðàëi ïî äâi ñóêóïíîñòi ïàð (t, p), òîáòî (÷àñ; âàðòiñòü) � îäíà ñóêó-
ïíiñòü äëÿ øëÿõiâ (âiä ïî÷àòêó), ùî çàêií÷óþòüñÿ íà áåçïëàòíié äîðîçi äàíîãî ôðàãìåíòà,
iíøà � íà ïëàòíié. Íà ïîïåðåäíiõ ôðàãìåíòàõ äîðîãè ìîæíà ìiíÿòè.

ßêùî äëÿ (a.t, a.p) òà (b.t, b.p) âèêîíó¹òüñÿ (a.t 6 b.t) and (a.p 6 b.p), áóäåìî íàçèâàòè
ïàðó (b.t, b.p) äîìiíîâàíîþ � ¨¨ ìîæíà âèêèíóòè, áî ïàðà (a.t, a.p) ãàðàíòîâàíî íå ãiðøà.

Òâåðäæåííÿ 1. Ñóêóïíiñòü íå äîìiíîâàíèõ ïàð ìîæíà âïîðÿäêóâàòè a1.p<a2.p< . . . <
<aL.p; ïðè öüîìó îäíî÷àñíî âèêîíóâàòèìåòüñÿ a1.t > a2.t > . . . > aL.t.

Äîâåäåííÿ. Âïîðÿäêóâàòè a1.p6 . . . 6 aL.p ìîæíà áóäü-ÿêó ñóêóïíiñòü. Ðiçíèõ ïàð (a.t, a.p)
òà (b.t, b.p) ç a.p = b.p íå áóäå, áî ïðè a.t < b.t ïàðà b áóäå äîìiíîâàíîþ, ïðè a.t > b.t� ïàðà a,
à ïðè a.t = b.t íåìà ñìèñëó çáåðiãàòè äâi êîïi¨ îäíàêîâî¨ ïàðè. Äàëi, ïðè a.p < b.p íå ìîæå
áóòè a.t 6 b.t, iíàêøå ïàðà a áóëà á äîìiíîâàíîþ.
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Áóäóâàòèìåìî ïîñëiäîâíîñòi íå äîìiíîâàíèõ ïàð, âïîðÿäêîâàíi p↗, t↘. Äëÿ 1-ãî ôðà-
ãìåíòà öi ïîñëiäîâíîñòi òðèâiàëüíi � ¹äèíà ïàðà 〈(a1, 0)〉 äëÿ áåçïëàòíî¨ äîðîãè i ¹äèíà
〈(b1, c1)〉 äëÿ ïëàòíî¨. Íàäàëi, ¹ âïîðÿäêîâàíi ïîñëiäîâíîñòi íå äîìiíîâàíèõ ïàð äëÿ (s−1)-ãî
ôðàãìåíòà (ïîçíà÷èìî ¨õ lastfree òà lastpaid), áóäåìî áóäóâàòè ïîñëiäîâíîñòi íå äîìiíîâà-
íèõ ïàð äëÿ s-ãî (ïîçíà÷èìî nextfree òà nextpaid).

Àíàëîãi÷íî çëèòòþ, áóäåìî ðóõàòèñÿ iíäåêñîì i ïî lastfree, iíäåêñîì j ïî lastpaid, ùî-
ðàçó ïîðiâíþâàòè ïîòî÷íi ïàðè lastfree[i] òà lastpaid[j], i âèáèðàòè òó ç íèõ, äå ìåíøå p.
Òiëüêè, íà âiäìiíó âiä çëèòòÿ:

1. Êàíäèäàòîì íà äîäàâàííÿ ó ðåçóëüòàò ¹ íå ïðîñòî âèáðàíà ïàðà, à ïàðà, ïîáóäîâàíà
çà òàêèìè ïðàâèëàìè:
(a) Ïðè ïîáóäîâi nextfree ïîëå p êîïiþ¹òüñÿ ç âèáðàíî¨ ïàðè, à ïðè ïîáóäîâi nextpaid

äî íüîãî ùå äîäà¹òüñÿ âàðòiñòü ïðî¨çäó ïî ïëàòíié äîðîçi ïîòî÷íîãî ôðàãìåíòà cs.
(b) Ïîëå t çáiëüøó¹òüñÿ: íà ÷àñ ïðî¨çäó ïî ñàìîìó ôðàãìåíòó (as äëÿ nextfree àáî

bs äëÿ nextpaid); ÿêùî âiäáóëàñÿ çìiíà äîðîãè (ïëàòíà→áåçïëàòíà àáî íàâïàêè),
òî äîäàòêîâî ùå íà qs.

2. Â ðàçi ðiâíîñòi lastfree[i].p= lastpaid[j].p, âèáèðà¹ìî ïàðó ç ìåíøèì (ç óðàõóâàííÿì
âñiõ ïîïðàâîê ï. 1b) ÷àñîì.

3. Äîïèñó¹ìî ïîáóäîâàíó ïàðó äî ðåçóëüòàòó òiëüêè êîëè àáî ðåçóëüòàò ùå ïîðîæíié,
àáî t ïîáóäîâàíî¨ ïàðè ñòðîãî ìåíøå çà t îñòàííüî¨ íàðàçi ïàðè ðåçóëüòàòó.

Âèáið ìåíøîãî p òà ï. 2 ãàðàíòóþòü, ùî äîìiíîâàíà ïàðà íå ïîòðàïèòü ó ðåçóëüòàò
ðàíiøå ïàðè, ÿêà ¨¨ äîìiíó¹. À ï. 3 � ùî íå ïîòðàïèòü ïiçíiøå.

Çáåðiãàííÿ ëèøå íå äîìiíîâàíèõ ïàð, ÿê ïðàâèëî, ñóòò¹âî çìåíøó¹ ðîçìiðè ñóêóïíîñòåé.
Àëå ìîæëèâi âõiäíi äàíi (íàïðèêëàä: âñi qi = 1, âñi bi = 3, ðåøòó âèçíà÷èòè ÿê ai = ci = 7·2i),
äëÿ ÿêèõ ðîçìiðè êîæíî¨ ç ñóêóïíîñòåé íå äîìiíîâàíèõ ïàð äëÿ i-ãî ôðàãìåíòó áóäóòü
2i−1, ùî ïðè i ≈ N ≈ 42 çàáàãàòî. Òîìó, êðiì âæå ðîçãëÿíóòîãî åòàïó, òðåáà êîðèñòóâàòèñÿ
òàêîæ iäå¹þ meet in the middle. Ïðè ðîçðîáöi òåñòiâ ïëàíóâàëîñÿ, ùîá åôåêòèâíà ïîáóäîâà
íå äîìiíîâàíèõ ïàð (áåç meet in the middle) íàáèðàëà 60�70% áàëiâ.

Îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê � meet in the middle (ç ¾2-ìà âêàçiâíèêàìè¿) Ñóêó-
ïíîñòi íå äîìiíîâàíèõ ïàð ìîæíà áóäóâàòè íå äëÿ âñiõ ôðàãìåíòiâ çðàçó, à äâi÷i ïî N/2.
Âiçüìåìî N1:=N div 2, N2:=N − N1, i ïîáóäó¹ìî ñóêóïíîñòi íå äîìiíîâàíèõ ïàð äëÿ N1

ôðàãìåíòiâ, ïî÷èíàþ÷è âiä ïî÷àòêó (¾ëiâà ïîëîâèíà¿) òà N2 ôðàãìåíòiâ, ïî÷èíàþ÷è âiä
êiíöÿ (¾ïð�àâà¿). Òîäi ðîçìiðè êîæíî¨ ç ïîñëiäîâíîñòåé íå ïåðåâèùóâàòèìóòü 220 ≈ 106.
Îñòàò�î÷íi âiäïîâiäi çàäà÷i áóäåìî øóêàòè, ïî¹äíóþ÷è öi ïîñëiäîâíîñòi äëÿ ¾ïîëîâèíîê¿.
Ïðè÷îìó, äëÿ ïî¹äíàíü äóæå çðó÷íî, ùî ïîñëiäîâíîñòi çàäàíi â ïîðÿäêó p↗, t↘.

Òâåðäæåííÿ 2. ¾Ëiâà ïîëîâèíêà¿ ç õàðàêòåðèñòèêàìè (left[i].t, left[i].p) ìîæå áóòè ÷à-

ñòèíîþ îïòèìàëüíîãî ìàðøðóòó (âèãëÿäó ¾min ÷àñ ïðè âàðòîñòi 6 S¿) ëèøå ïðè ïî¹ä-

íàííi ç ¾ïðàâîþ ïîëîâèíêîþ¿, ÿêà ìà¹ çíà÷åííÿ right[j].p, íàéáëèæ÷å çíèçó äî S − left[i].p.

Äîâåäåííÿ. ¾Ïðàâó ïîëîâèíêó¿ ç áiëüøèì çíà÷åííÿì p áðàòè íå ìîæíà, áî øëÿõ áóäå
íå äîïóñòèìèì (âàðòiñòü > S). À âçÿâøè ¾ïîëîâèíêó¿ çi çíà÷åííÿì right[k].p< right[j].p,
îòðèìà¹ìî (çàâäÿêè p↗, t↘) right[k].t>right[j].t, òîäi ÿê ÷àñ òðåáà ìiíiìiçóâàòè.

Îòæå, ïðè ïåðåáîði i ó ïîðÿäêó ñïàäàííÿ, êîæíå âiäïîâiäíå çà òâåðäæåííÿì 2 çíà÷åííÿ j
áóäå àáî òèì ñàìèì, ùî äëÿ ïîïåðåäíüîãî i, àáî áiëüøèì (left[i].p çìåíøèëîñÿ⇒ S−left[i].p
çáiëüøèëîñÿ). Òîáòî, çàñòîñîâíà iäåÿ ¾äâà âêàçiâíèêè¿: îðãàíiçóâàâøè öèêë ïîøóêó j âñå-
ðåäèíi öèêëó ïåðåáîðó i, ìîæíà ïðîäîâæóâàòè ïîøóê j ç òîãî ìiñöÿ, äå ñïèíèëèñÿ ïðè
ïîïåðåäíüîìó i, é óñå ïðîõîäæåííÿ äâîìà âêàçiâíèêàìè ïðàöþâàòèìå çà O(|left|+ |right|).

Âñüîãî ïðîõîäiâ 2-ìà âêàçiâíèêàìè òðåáà çðîáèòè 2× 2× 2 = 8 øòóê: min âàðòiñòü äëÿ
÷àñó 6 T ÷è min ÷àñ äëÿ âàðòîñòi 6 S; ÿêîþ (áåçïëàòíîþ ÷è ïëàòíîþ) äîð�îãîþ çàêií÷ó¹òüñÿ
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ëiâà ïîëîâèíà; ÿêîþ ïðàâà ïîëîâèíà. ßêùî îäíà ç äîðiã áåçïëàòíà, à iíøà ïëàòíà, òðåáà
áåçïîñåðåäíüî â äàíîìó ïðîõîäi âðàõóâàòè q[N1].

Áàæàíî íå ïåðåïèñóâàòè êîä 8 ðàçiâ, à îôîðìèòè ÿê ïiäïðîãðàìó i áàãàòîêðàòíî
â�èêëèêàòè. Íàïðèêëàä, ïiäïðîãðàì ìîæå áóòè äâi: min âàðòiñòü äëÿ ÷àñó 6 T òà min ÷àñ
äëÿ âàðòîñòi 6 S; ÿêà äîðîãà ç ÿêîþ ïåðåâiðÿþòüñÿ, âàðòî çàäàòè ïàðàìåòðàìè. Àíàëî-
ãi÷íî, âàðòî çðîáèòè îäíi¹þ ïðîöåäóðîþ (ç ðiçíèìè ïàðàìåòðàìè) ïîáóäîâó ñóêóïíîñòåé
íå äîìiíîâàíèõ ïàð nextfree òà nextpaid.

Iíøi ñïîñîáè ôîðìóâàííÿ íå äîìiíîâàíèõ ïåðåëiêiâ Çàìiñòü ìîäèôiêàöié çëèòòÿ,
ìîæíà ôîðìóâàòè êîæåí ïåðåëiê íå äîìiíîâàíèõ ïàð òàê: âêëþ÷èòè äî ïåðåëiêó ïàðè, âiä-
ïîâiäíi àáñîëþòíî âñiì 2Ni øëÿõàì; âiäñîðòóâàòè çà íåñïàäàííÿì p, à ïðè ðiâíèõ p çà íåñïà-
äàííÿì t. Ïiñëÿ öüîãî, çà îäèí ïðîõiä, ëåãêî âèáðàòè ëèøå íå äîìiíîâàíi ïàðè, ïîðiâíþþ÷è
êîæíó ïîòî÷íó ïàðó ç îñòàííüîþ âèáðàíîþ.

Òàêèé ïiäõiä ïðîñòiøèé äëÿ íàïèñàííÿ, àëå ìåíø åôåêòèâíèé, áî ñîðòóâàííÿ ïåðåëiêà
äîâæèíîþ 2N/2 ïîòðåáó¹ O(2N/2 log(2N/2)) =O(2N/2 ·N) äié, à ðåêîìåíäîâàíèé àëãîðèòì
ôîðìó¹ ïðàâèëüíî âïîðÿäêîâàíèé ïåðåëiê çà O(2N/2).

Ùå îäèí ñïîñiá ïîáóäîâè íå äîìiíîâàíèõ ïàð � âèêîíàííÿ äîäàòêîâèõ äié ç map-îì (STL
ìîâè C++); äèâ., çîêðåìà, âêàçiâêè äî çàäà÷i ¾Choosing a camera¿ ñòóäåíòñüêî¨ îëiìïiàäè
SEERC�2011 (codeforces.ru/blog/entry/2880). Öåé ñïîñiá òåæ ïîòðåáó¹ O(2N/2 ·N) äié.

Ïðè ðîçðîáöi òåñòiâ ïëàíóâàëîñÿ, ùîá äàíi ñïîñîáè (ïðè âèêîðèñòàííi meet in the middle)
íàáèðàëè 75�80% áàëiâ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ äèíàìi÷íèì ïðîãðàìóâàííÿì ïðè S, T äî 105�106 ßêùî S i T äîñèòü
ìàëi, ùîá ìîæíà áóëî ïiäòðèìóâàòè êiëüêà ìàñèâiâ âiä 0 äî max(S, T ), çàäà÷ó ìîæíà âèði-
øèòè, ðîçâ'ÿçàâøè ñåði¨ ïiäçàäà÷ ¾ßêó ìiíiìàëüíó ñóìó S(i, r, t) äîâåäåòüñÿ ñïëàòèòè, ùîá

äiñòàòèñÿ âiä ïî÷àòêó äî êiíöÿ i-ãî ôðàãìåíòó, âèòðàòèâøè íå áiëüø íiæ t öåíòiâ, ïðè÷îìó
r = 0 îçíà÷à¹, ùî îñòàííié i-é ôðàãìåíò ¨õàëè ïî áåçïëàòíié äîðîçi, r = 1 � ïî ïëàòíié¿,
òà àíàëîãi÷íó ñåðiþ T (i, r, s).

Ïðè S, T ∼ 1016, öåé ñïîñiá ïðàêòè÷íî íåìîæëèâèé. Àëå âií ãàðàíòîâàíî ïðîõîäèòü
40% òåñòiâ, äå çíà÷åííÿ äî 105. Â iíøèõ òåñòàõ ìîæíà óñi çíà÷åííÿ âiäïîâiäíî¨ ïðèðîäè
ïîäiëèòè (ç çàîêðóãëåííÿì äî öiëîãî), ùîá ïîäiëåíi S òà T áóëè â ìåæàõ äî, íàïðèêëàä,
4 · 106/N (ïðèáëèçíî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ, ïðè ÿêîìó ïðîãðàìà ùå ïîìiùà¹òüñÿ ó îáìå-
æåííÿ ïî ÷àñó i ïàì'ÿòi). Ñóìà çàîêðóãëåíèõ ìîæå âiäðiçíÿòèñÿ âiä çàîêðóãëåííÿ ñóìè,
òîìó òàêèé ñïîñiá íå çàâæäè äàâàòèìå ïðàâèëüíó âiäïîâiäü. Àëå ¹ éìîâiðíiñòü, ùî ÿêàñü
÷àñòèíà âiäïîâiäåé iíøèõ òåñòiâ òåæ áóäå ïðàâèëüíîþ. Ïðè÷îìó, ÿêùî çíà÷åííÿ äiëèòè ñà-
ìå ç çàîêðóãëåííÿì (äî íàéáëèæ÷îãî), öÿ éìîâiðíiñòü âèùà, íiæ êîëè äiëèòè öiëî÷èñåëüíî
(áåç îñòà÷i).

Ãiëêè òà ìåæi, iíøi ïåðåáiðíi ìåòîäè Áàæàþ÷i ìîæóòü çíàéòè iíôîðìàöiþ ïðî öi ìå-
òîäè çà êëþ÷îâèìè ñëîâàìè ¾ìåòîä ãiëîê òà ìåæ¿, âií æå ¾ìåòîä ðîçãàëóæåíü òà îáìåæåíü¿,
¾ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö¿, ¾branch and bound¿, à òàêîæ ¾backtracking¿. Ìîæíà ïðîáóâàòè
é iíøi ïåðåáiðíi àáî ïåðåáiðíî-åâðèñòè÷íi ìåòîäè (¾ìåòîä îòæèãà¿, ãåíåòè÷íi àëãîðèòìè, i
ùå áàãàòî iíøèõ).

Ïðè ðîçðîáöi òåñòiâ ñòàâèëàñÿ ìåòà, ùîá î÷åâèäíi âàðiàíòè ãiëîê òà ìåæ íàáèðàëè 60�
70% áàëiâ. Àëå ïîâåäiíêà ãiëîê òà ìåæ ñèëüíî é ìàëîïðîãíîçîâàíî çàëåæèòü âiä äðiáíèõ
çìií, òîìó ìîæëèâi çíà÷íi âiäõèëåííÿ âiä îãîëîøåíèõ âiäñîòêiâ. Ùå ðàç íàãàäà¹ìî, ùî ïðè
âèêîðèñòàíîìó ëîÿëüíîìó ñïîñîái ïåðåâiðêè ìîæíà áóëî ïðîáóâàòè ìiíÿòè îöiíî÷íi ôóíêöi¨
òà iíøi äåòàëi ïåðåáîðó é âèáèðàòè âàðiàíò, ùî íàáåðå íàéáiëüøå áàëiâ.

Áiëüø åôåêòèâíèìè âèÿâèëèñÿ ïåðåáîðíi ïiäõîäè, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ ç ñîðòóâàííÿ çà ïåâ-
íîþ åâðèñòè÷íîþ âëàñòèâiñòþ, ÿêà âèçíà÷à¹, ïðèïóùåííÿ ùîäî ÿêîãî ôðàãìåíòó âàðòî
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ðîáèòè íà çîâíiøíüîìó ðiâíi ðåêóðñi¨, ùîäî ÿêîãî (íå îáîâ'ÿçêîâî ñóñiäíüîãî) � íà íàñòó-
ïíîìó, i ò. ä. Iíøå åâðèñòè÷íå ïîðiâíÿííÿ âèçíà÷à¹, â ÿêîìó ïîðÿäêó ðîáèòè ðåêóðñèâíi
âèêëèêè: ñïî÷àòêó ðîçãëÿíóòè, ùî äàíèé ôðàãìåíò ¨äóòü ïî ïëàòíié äîðîçi, à ïîòiì, ùî ïî
áåçïëàòíié, ÷è íàâïàêè).

2 Çàâäàííÿ äðóãîãî òóðó

2.1 ¾Ðîçôàðáóâàííÿ¿ (Ðîìàí �äåìñüêèé).

Íà ïëàíåòi Îëiìïiÿ ùîði÷íî ïðîâîäèòüñÿ òðàäèöiéíà ãðà ó ¾Ôàðáóâàøêè¿. Ìiñöåì ïðîâå-
äåííÿ öi¹¨ ãðè ¹ âåëèêå îëiìïiéñüêå ïîëå N ×M , êîæíà êëiòèíêà ÿêîãî ¹ àáî áiëîþ, àáî
÷îðíîþ. Äâî¹ ãðàâöiâ õîäÿòü ïî ÷åðçi òà çàãàëîì çäiéñíþþòü íà äâîõ ðiâíî K õîäiâ. Ïiä
÷àñ ñâîãî õîäó ãðàâöþ äîçâîëÿ¹òüñÿ çàìàëþâàòè âëàñíèì êîëüîðîì óñi êëiòèíêè áóäü-ÿêîãî
îäíîãî ïðÿìîêóòíèêà, ÷èÿ âèñîòà òà øèðèíà íå ïåðåâèùó¹ D. Ïåðøèé ãðàâåöü çàìàëüî-
âó¹ êëiòèíêè ó áiëèé êîëið, à äðóãèé � ó ÷îðíèé. Ïî çàêií÷åííi K-ãî õîäó ïiäðàõîâó¹òüñÿ
îñòàòî÷íèé ðàõóíîê ãðè � êiëüêiñòü êëiòèíîê êîæíîãî êîëüîðó. Ïåðåìîæöåì îãîëîøó¹òüñÿ
òîé ãðàâåöü, â ÷èé êîëið ðîçìàëüîâàíî áiëüøó êiëüêiñòü êëiòèíîê, íiæ ó ñóïðîòèâíèêà.
Òîìó ìåòîþ êîæíîãî ãðàâöÿ ¹ ìàêñèìiçàöiÿ êiëüêîñòi êëiòèíîê éîãî âëàñíîãî êîëüîðó â
îñòàòî÷íîìó ðîçôàðáóâàííi ïîëÿ.

Çàâäàííÿ Íàïèøiòü ïðîãðàìó paint, ùî çà çàäàíèì ïî÷àòêîâèì ïîëåì, êiëüêiñòþ õî-
äiâ òà îáìåæåííÿì íà ïðÿìîêóòíèê, ÿêèé ìîæå çàôàðáóâàòè ãðàâåöü, çíàéäå îñòàòî÷íèé
ðàõóíîê ãðè ïðè îïòèìàëüíié ñòðàòåãi¨ îáîõ ãðàâöiâ.

Âõiäíi äàíi Ïåðøèé ðÿäîê âõiäíîãî ôàéëó paint.dat ìiñòèòü ÷îòèðè íàòóðàëüíèõ ÷èñëà:
N , M , D i K (N 6 400, M 6 400, D 6 400, K 6 109) � âèñîòà òà øèðèíà ïîëÿ, îáìåæåííÿ
íà ðîçìið ïðÿìîêóòíèêà, ÿêèé ìîæå çàôàðáîâóâàòè ãðàâåöü, êiëüêiñòü õîäiâ, ùî íàëåæèòü
âèêîíàòè äî ïiäâåäåííÿ îñòàòî÷íîãî ðàõóíêó. Â íàñòóïíèõ N ðÿäêàõ ðîçòàøîâàíî ïî M
ñèìâîëiâ: W ÿêùî âiäïîâiäíó êëiòèíêó ðîçôàðáîâàíî ó áiëèé êîëið i B ó âèïàäêó, ÿêùî
êëiòèíêó ïîëÿ ðîçôàðáîâàíî ó ÷îðíèé êîëið.

Âèõiäíi äàíi �äèíèé ðÿäîê âèõiäíîãî ôàéëó paint.sol ìà¹ ìiñòèòè äâà öiëèõ ÷èñëà �
êiëüêiñòü áiëèõ òà êiëüêiñòü ÷îðíèõ êëiòèíîê â îñòàòî÷íîìó ðîçôàðáóâàííi ïðè óìîâi îïòè-
ìàëüíî¨ ãðè îáîõ ãðàâöiâ.

Îöiíþâàííÿ Ïðèíàéìíi ó 50% òåñòiâ N , M , D i K íå ïåðåâèùóþòü 100.

Ïðèêëàä âõiäíèõ òà âèõiäíèõ äàíèõ

paint.dat paint.sol

3 3 2 1

BWB

BBW

WBB

6 3

2.1.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ

Òàáëèöÿ Í íà Ì.

Í ñòîâï÷èêûâ ÷è ñòîâïöûâ?

Õîäèò ïåðâûì ïåðâûé èãðîê?

Ç ïèòàíü ó÷àñíèêiâ
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Íåõàé äåÿêå ïî÷àòêîâå ðîçôàðóáâàííÿ P ìiñòèòü õî÷à á îäíó êëiòèíêó ÷îðíîãî êîëüîðó i
ãðàâöÿì â ñóìi íàëåæèòü çðîáèòèK õîäiâ äî çàâåðøåííÿ ãðè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F (R) ìàêñè-
ìàëüíó êiëüêiñòü áiëèõ êëiòèíîê â îñòàòî÷íîìó ðîçôàðáóâàííi, ùî ìîæå äîñÿãíóòè ïåðøèé
ãðàâåöü ïðè îïòèìàëüíié ãði îáîõ, ÿêùî ïî÷àòêîâå ðîçôàðáóâàííÿ � R. Îáåðåìî êëiòèíêó
÷îðíîãî êîëüîðó ó P i çàìàëþ¹ìî ¨¨ ó áiëèé êîëið, ïîçíà÷èìî îòðèìàíå ðîçôàðáóâàííÿ P ′.

Òâåðäæåííÿ 1. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi õîäiâ êiëüêiñòü êëiòèíîê áiëîãî

êîëüîðó â îñòàòî÷íîìó ðàõóíêó ïðè ïî÷àòêîâîìó ðîçôàðáóâàííi P ′ íå ìåíøà, àíiæ ïðè

ïî÷àòêîâîìó ðîçôàðáóâàííi P .

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêó êëiòèíêó äîøêè. ßêùî âíàñëiäîê ïîñëiäîâíîñòi
õîäiâ âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåôàðáóâàííÿ öi¹¨ êëiòèíêè, òî ¨¨ îñòàòî÷íèé êîëið íå çàëåæèòü âiä
ïî÷àòêîâîãî ðîçôàðáóâàííÿ. ßêùî æ óíàñëiäîê ïîñëiäîâíîñòi õîäiâ íå âiäáóâà¹òüñÿ ïåðå-
ôàðáóâàííÿ êëiòèíêè, òî ¨¨ êîëið çàëåæèòü ëèøå âiä ïî÷àòêîâî¨ ïîçèöi¨. Àëå çà ïîáóäîâîþ
óñi áiëi êëiòèíêè P ¹ áiëèìè i ó P ′, òîìó êiëüêiñòü êëiòèíîê áiëîãî êîëüîðó â îñòàòî÷íîìó
ðàõóíêó íå çìåíøèòüñÿ ïðè çàìiíi ïî÷àòêîâîãî ðîçôàðáóâàííÿ P íà P ′.

Òâåðäæåííÿ 2. F (P ′) > F (P ).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äâi ãðè: ãðó A ¾ôàðáóâàøêè¿ ïðè ïî÷àòêîâîìó ðîçôàðáóâàííi P
i ãðó B ¾ôàðáóâàøêè¿ ïðè ïî÷àòêîâîìó ðîçôàðáóâàííi P ′. Íåõàé ìè çíà¹ìî îïòèìàëüíó
ñòðàòåãiþ äëÿ ãðè A i íàìàãà¹ìîñü ïîáóäóâàòè ñòðàòåãiþ, ùî äà¹ íå ãiðøèé ðåçóëüòàò äëÿ
ãðè B. Çðîáèìî õiä ó ãði B, ÿêèé ¹ îïòèìàëüíèì ïåðøèì õîäîì ó ãði A, ïîçíà÷èìî éîãî u.
Íåõàé äðóãèé ãðàâåöü, ÿêèé ñëiäó¹ îïòèìàëüíié ñòðàòåãi¨ â B, âiäïîâiâ íàì äåÿêèì õîäîì v
(ÿêùî, çâiñíî, K 6= 1). Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî ó ãði A áóëî çäiéñíåíî äâà õîäè u òà v. Íåõàé
òåïåð îïòèìàëüíèì õîäîì ¹ x. Çäiéñíèìî x ó ãði B. ßêùî K 6= 3, îòðèìà¹ìî ó âiäïîâiäü
äåÿêèé õiä z, i çíîâó îáåðåìî õiä, âèõîäÿ÷è ç òîãî, ùî ó ãði A çäiéñíåíî âæå u, v, x, z. Òîáòî
äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi õîäiâ íåïàðíî¨ äîâæèíè, çäiéñíåíî¨ ó ãði B, õîäîì ó âiäïîâiäü
ìè îáèðà¹ìî îïòèìàëüíèé (çà ìiðêàìè ãðè A) õiä ó âiäïîâiäü íà öþ æ ñàìó ïîñëiäîâíiñòü
õîäiâ. Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè ïåðøèé ãðàâåöü ãðàâ îïòèìàëüíî íà êîæíîìó êðîöi (çà
ìiðêàìè ãðè A), òî îòðèìàíà ïîñëiäîâíiñòü õîäiâ ïðèçâîäèòü äî íå ãiðøîãî ðàõóíêó ó ãði
A, àíiæ F (P ). Â ñèëó òâåðäæåííÿ 1 öÿ ïîñëiäîâíiñòü õîäiâ ó B ïðèçâîäèòü äî íå ãiðøîãî
ðàõóíêó, àíiæ ó ãði A. Òîáòî, ïåðøèé ãðàâåöü ìîæå ãàðàíòóâàòè ñîái ðàõóíîê íå ãiðøèé,
àíiæ F (P ), íåçàëåæíî âiä õîäiâ ñóïåðíèêà, à îòæå F (P ′) > F (P ).

Òâåðäæåííÿ 3. Äëÿ îáîõ ãðàâöiâ iñíó¹ îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ, ùî âêëþ÷à¹ ëèøå ïåðå-

ôàðáóâàííÿ ïðÿìîêóòíèêiâ ðîçìiðîì min(N,D)×min(M,D).

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, íåõàé öå íå òàê, i íà äåÿêîìó êðîöi îäíîìó ç ãðàâöiâ íåîáõiäíî äëÿ
äîñÿãíåííÿ îïòèìàëüíîãî ðåçóëüòàòó ïåðåôàðáóâàòè ïðÿìîêóòíèê Q ìåíøèõ ðîçìiðiâ. Àëå
ç òâåðäæåííÿ 2 âèïëèâà¹, ùî âèêîðèñòàâøè äëÿ ïåðåôàðáóâàííÿ ïðÿìîêóòíèê ç ðîçìiðîì
min(N,D)×min(M,D), ÿêèé íàêðèâà¹ Q, ãðàâåöü îòðèìà¹ ðåçóëüòàò íå ãiðøèé, àíiæ ïðè
ïåðåôàðáóâàííi ïðÿìîêóòíèêà Q.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé ó ïî÷àòêîâîìó ðîçôàðáóâàííi áóëî W áiëèõ êëiòèí òà ïåðøèé

ãðàâåöü çðîáèâ õiä, ÿêèì ïåðåôàðáóâàâ X ÷îðíèõ êëiòèí ó áiëèé êîëið. Òîäi êiëüêiñòü áiëèõ

êëiòèí â îñòàòî÷íîìó ðîçôàðáóâàííi ïðè îïòèìàëüíié ãði îáîõ áóäå ðiâíîþ W + X ïðè

íåïàðíîìó K òà W + X −min(N,D) ·min(M,D) ïðè ïàðíîìó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé áàëàíñ ðîçôàðáóâàííÿ � öå ðiçíèöÿ ìiæ êiëüêiñòþ áiëèõ òà êiëüêiñòþ
÷îðíèõ êëiòèíîê. Òîäi ïåðøèé ãðàâåöü íàìàãà¹òüñÿ ìàêñèìiçóâàòè áàëàíñ, à äðóãèé � ìiíi-
ìiçóâàòè. Íåõàé ó ïî÷àòêîâîìó ðîçôàðáóâàííi áàëàíñ äîðiâíþ¹ T , òîäi ïiñëÿ ïåðøîãî õîäó
áàëàíñ äîðiâíþâàòèìå T +2 ·X. Óíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 3 ìîæíà ââàæàòè, ùî îáèäâà ãðàâöi
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íà êîæíîìó ñâî¹ìó õîäi ïåðåôàðáîâóþòü ïðÿìîêóòíèê ðîçìiðàìè min(N,D) ×min(M,D).
Òîìó ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî õîäó, íåçàëåæíî âiä õîäiâ ñóïåðíèêà, ó êîæíîãî ç ãðàâöiâ ¹
ìîæëèâiñòü çìiíèòè áàëàíñ íà 2 ·min(N,D) ·min(M,D) ó âèãiäíó äëÿ íüîãî ñòîðîíó.

Ðîçãëÿíåìî êiíöåâèé áàëàíñ: T + 2 ·X − A2 + A3 − A4 + . . . + (−1)k+1 · Ak, äå Ai � öå
çìiíà áàëàíñó íà i-ìó êðîöi. Ïîçíà÷èìî min(N,D) ·min(M,D) çà U . Çðîçóìiëî, ùî ïåðøèé
ãðàâåöü ìîæå ñîái ãàðàíòóâàòè ùîíàéìåíøåQ = T+2·X−2·U+2·U−2·U+. . .+2·(−1)k+1·U ,
çìiíþþ÷è íà êîæíîìó ñâî¹ìó êðîöi áàëàíñ íà +2 · U . Ç iíøîãî áîêó, äðóãèé ãðàâåöü ìîæå
ãàðàíòóâàòè ñîái ðåçóëüòàò, íå áiëüøèé âiä Q, çìiíþþ÷è íà êîæíîìó ñâî¹ìó êðîöi áàëàíñ
íà −2 · U . Òîìó ïðè îïòèìàëüíié ãði îáîõ áàëàíñ ó êiíöåâîìó ðîçôàðáóâàííi áóäå ðiâíèé
Q. Ç öüîãî ìà¹ìî, ùî ïðè ïàðíîìó K áàëàíñ äîðiâíþ¹ T + 2 ·X − 2 ·U , à ïðè íåïàðíîìó �
T + 2 ·X. Òîáòî ïðè îïòèìàëüíié ãði ïðè ïàðíîìó K ìà¹ìî W + X − U , à ïðè íåïàðíîìó
� W + X áiëèõ êëiòèí.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i çàëèøà¹òüñÿ çíàéòè ïðÿìîêóòíèê ðîçìiðàìè min(N,D) ×
min(M,D) ç ìàêñèìàëüíîþ êiëüêiñòþ ÷îðíèõ êëiòèí.

1. Íà¨âíèé ðîçâ'ÿçîê O(N ·M ·min(N,D) ·min(M,D)) íàáèðà¹ 50 áàëiâ.

2. Ðîçâ'ÿçîê O(N ·M ·min(N,D)) ç îäíîìiðíèìè ÷àñòêîâèìè ñóìàìè íàáèðà¹ 100 áàëiâ.
Äëÿ êîæíîãî ðÿäêà ïîëÿ i ïiäðàõó¹ìî âåëè÷èíó S[i][k], ùî äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi êëiòèí
÷îðíîãî êîëüîðó ç ïî÷àòêó ðÿäêà äî éîãî k-¨ êëiòèíè âêëþ÷íî. Íåõàé S[i][0] = 0. Òîäi,
ùîá çà O(N) çíàéòè êiëüêiñòü êëiòèí ÷îðíîãî êîëüîðó íà ïðÿìîêóòíèêó [x, y]× [c, d],
íåîáõiäíî ïiäðàõóâàòè ñóìó S[x][d]−S[x][c−1]+S[x+1][d]−S[x][c−1]+ . . .+S[y][d]−
S[y][c− 1].

3. Ðîçâ'ÿçîê O(N ·M) iç äâîìiðíèìè ÷àñòêîâèìè ñóìàìè íàáèðà¹ 100 áàëiâ.
Äëÿ êîæíî¨ ïàðè iíäåêñiâ ïîëÿ (i, j) ïiäðàõó¹ìî âåëè÷èíó S[x][y], ðiâíó êiëüêîñòi êëi-
òèí ÷îðíîãî êîëüîðó íà ïðÿìîêóòíèêó [1, x] × [1, y]. Íåõàé S[0][y] = S[x][0] = 0. Òîäi
êiëüêiñòü êëiòèí ÷îðíîãî êîëüîðó íà ïðÿìîêóòíèêó [x, y] × [c, d] ìîæíà ðîçðàõóâàòè
òàê: S[y][d]−S[x−1][d]−S[y][c−1]+S[x−1][c−1]. Ùîá ïiäðàõóâàòè S[x][y] çà O(N ·M)
ìîæíà âèêîðèñòàòè äèíàìi÷íå ïðîãðàìóâàííÿ: S[x][y] = S[x−1][y]+S[x][y−1]−S[x−
1][y − 1] + c, äå c = 1 ó âèïàäêó, êîëè (x, y) ÷îðíîãî êîëüîðó, òà c = 0, ÿêùî íi.

2.2 ¾Áóôåð îáìiíó¿ (Äàíèëî Ìèñàê).

Áàðò Ñiìïñîí, ãåðîé ìóëüòñåðiàëó ¾Ñiìïñîíè¿, ÿê ïîêàðàííÿ çà òå, ùî ïðîãóëþ¹ óðîêè, ìà¹
íàäiñëàòè äèðåêòîðó øêîëè åëåêòðîííîãî ëèñòà. Ó ëèñòi Áàðò ïîâèíåí N ðàçiâ íàäðóêóâàòè
ôðàçó ¾ß áiëüøå íå áóäó ïðîãóëþâàòè óðîêiâ¿. Íà äóìêó äèðåêòîðà, íàïèñàííÿ òàêîãî
ëèñòà ñïðàâèòü íà Áàðòà âïëèâ, i âií áiëüøå íiêîëè íå áóäå ïðîãóëþâàòè øêîëó. Íà¨âíèé
äèðåêòîð!

Çàìiñòü òîãî, ùîá N ðàçiâ äðóêóâàòè ïîòðiáíó ôðàçó, Áàðò íàäðóêóâàâ ¨¨ îäèí ðàç,
ïiñëÿ ÷îãî âèðiøèâ ñêîðèñòàòèñÿ áóôåðîì îáìiíó. Çà îäíó îïåðàöiþ Áàðò àáî êîïiþ¹ óâåñü
ïîòî÷íèé âìiñò ëèñòà äî áóôåðà îáìiíó, àáî âñòàâëÿ¹ ñêîïiéîâàíèé äî áóôåðà òåêñò ó ëèñò.

Çàâäàííÿ Íàïèøiòü ïðîãðàìó copypast, ÿêà çíàþ÷è, ñêiëüêè ôðàç ìà¹ áóòè â ëèñòi
äèðåêòîðó, âèçíà÷èòü, çà ÿêó íàéìåíøó êiëüêiñòü îïåðàöié ç áóôåðîì îáìiíó Áàðò çìîæå
ñêëàñòè ëèñòà, êiëüêiñòü ôðàç ó ÿêîìó äîðiâíþ¹ ïîòðiáíié.

Âõiäíi äàíi Âõiäíèé ôàéë copypast.dat ìiñòèòü ¹äèíå ÷èñëî N � êiëüêiñòü ôðàç ¾ß
áiëüøå íå áóäó ïðîãóëþâàòè óðîêiâ¿, ÿêi ìàþòü ïîòðàïèòè äî åëåêòðîííîãî ëèñòà. ×èñëî
N íàòóðàëüíå òà íå ïåðåâèùó¹ 2 · 109.

14



Âèõiäíi äàíi Âèõiäíèé ôàéë copypast.sol ïîâèíåí ìiñòèòè ¹äèíå öiëå ÷èñëî � íàéìåíøó
ìîæëèâó êiëüêiñòü îïåðàöié iç áóôåðîì îáìiíó, ïiñëÿ ÿêèõ ó ëèñòi áóäå ðiâíî N ôðàç.

Îöiíþâàííÿ Ó 25% òåñòiâ N íå ïåðåâèùó¹ 10. Ó 65% òåñòiâ N íå ïåðåâèùó¹ 3000.

Ïðèêëàä âõiäíèõ òà âèõiäíèõ äàíèõ

copypast.dat copypast.sol

12 7

Ïîÿñíåííÿ

Ïiñëÿ òîãî, ÿê Áàðò íàäðóêóâàâ ïåðøó ôðàçó, âií ìîæå âèêîíóâàòè òàêi îïåðàöi¨ ç áó-
ôåðîì îáìiíó:

1. Êîïiþ¹ ïîòî÷íèé âìiñò ëèñòà (1 ôðàçó).

2. Âñòàâëÿ¹ ñêîïiéîâàíèé òåêñò (ôðàç ó ëèñòi ñòà¹ 2).

3. Âñòàâëÿ¹ ñêîïiéîâàíèé òåêñò (ôðàç ñòà¹ 3).

4. Âñòàâëÿ¹ ñêîïiéîâàíèé òåêñò (ôðàç ñòà¹ 4).

5. Êîïiþ¹ ïîòî÷íèé âìiñò ëèñòà (4 ôðàçè).

6. Âñòàâëÿ¹ ñêîïiéîâàíèé òåêñò (ôðàç ñòà¹ 8).

7. Âñòàâëÿ¹ ñêîïiéîâàíèé òåêñò (âiäòàê ëèñò ìiñòèòü íåîáõiäíi 12 ôðàç).

2.2.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ

Áàðò äi¹ â òàêèé ñïîñiá: êîïiþ¹ ïî÷àòêîâó ôðàçó, âñòàâëÿ¹ ¨¨ a1 ðàçiâ, êîïiþ¹ óòâîðåíi a1+1
ôðàçó, âñòàâëÿ¹ ¨õ a2 ðàçiâ, êîïiþ¹ óòâîðåíi (a1 + 1)(a2 + 1) ôðàç, âñòàâëÿ¹ ¨õ a3 ðàçiâ,
. . . , êîïiþ¹ óòâîðåíi (a1 + 1)(a2 + 1) . . . (ak−1 + 1) ôðàç, âñòàâëÿ¹ ¨õ ak ðàçiâ, óíàñëiäîê ÷îãî
äiñòà¹ (a1+1)(a2+1) . . . (ak+1) = n ôðàç. Äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷èìî ai+1 ÷åðåç pi. Íåâàæêî
ïiäðàõóâàòè, ùî Áàðò çðîáèâ óñüîãî p1+p2+. . .+pk îïåðàöié i îòðèìàâ ÷èñëî n = p1p2 . . . pk.
Îòæå, ïî÷àòêîâà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî òàêî¨: ðîçêëàñòè ÷èñëî n íà ìíîæíèêè p1, p2, . . . , pk
òàê, ùîá ñóìà p1+p2+. . .+pk áóëà ìiíiìàëüíîþ. Çàëèøà¹òüñÿ ïîìiòèòè, ùî ÿêùî õî÷à á îäíå
iç ÷èñåë p1, p2, . . . , pk ó âiäïîâiäíîìó ðîçêëàäi íå áóäå ïðîñòèì, òî éîãî ìîæíà ðîçêëàñòè
õî÷à á íà äâà ìíîæíèêè, áiëüøi çà 1, çìåíøèâøè ïðè öüîìó ñóìó: ÿêùî, íàïðèêëàä, p1 =
d1d2 i d1 > 1, d2 > 1, òî d1 + d2 < p1, à òîìó d1 + d2 + p2 + p3 + . . . + pk < p1 + p2 + . . . + pk.
Òàêèì ÷èíîì, ñóìà p1 +p2 + . . .+pk ¹ íàéìåíøîþ òîäi, êîëè n = p1p2 . . . pk � ðîçêëàä ÷èñëà
n íà ïðîñòi ìíîæíèêè (ïðè öüîìó äåÿêi ç ÷èñåë p1, p2, . . . , pk ìîæóòü çáiãàòèñÿ). Çíà÷èòü,
ùîá îòðèìàòè âiäïîâiäü, ÷èñëî n òðåáà ðîçêëàñòè íà ïðîñòi ìíîæíèêè, à ïîòiì çíàéòè ¨õíþ
ñóìó.

Ùîá ðîçêëàñòè çàäàíå ÷èñëî n íà ïðîñòi ìíîæíèêè, ìîæíà ïåðåáðàòè â ïîðÿäêó çáiëü-
øåííÿ âñi ïîòåíöiéíi äiëüíèêè öüîãî ÷èñëà � ÷èñëà âiä 2 äî n−i, ùîéíî n íàöiëî ïîäiëèòüñÿ
íà ÿêåñü iç öèõ ÷èñåë k, çìåíøóâàòè çíà÷åííÿ n ó k ðàçiâ (i ïðîäîâæóâàòè ïåðåáið iç k, à íå
ç k+ 1, íà âèïàäîê, ÿêùî n äiëèòüñÿ íà k ó äåÿêîìó ñòåïåíi). Óòiì, ùîá ñóòò¹âî ïîêðàùèòè
÷àñ ðîáîòè â íàéãiðøîìó âèïàäêó, ìîæíà çäiéñíþâàòè ïåðåáið íå âiä 2 äî n, à âiä 2 äî

√
n.

ßêùî ïî çàêií÷åííi ïåðåáîðó, ïiñëÿ âñiõ äiëåíü, n íå äîðiâíþâàòèìå 1, öå îçíà÷àòèìå, ùî
ïîòî÷íå çíà÷åííÿ n � ïðîñòå ÷èñëî: iíàêøå õî÷à á îäèí iç éîãî äiëüíèêiâ íå ïåðåâèùóâàâ áè√
n. Ïiä ÷àñ ðåàëiçàöi¨ íå ñëiä çàáóâàòè òàêîæ, ùî ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ n ìîæå äîðiâíþâàòè

1, ó öüîìó âèïàäêó ïðàâèëüíà âiäïîâiäü � 0.
Çíåõòóâàâøè ÷àñîì, ïîòðiáíèì íà äiëåííÿ, ìîæíà îöiíèòè ñêëàäíiñòü ïîäàíîãî àëãîðè-

òìó ÿê O(
√
n).

Äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ìîæíà ïiäiéòè ç äîïîìîãîþ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Ó äà-
íîìó âèïàäêó ñòàíäàðòíå éîãî çàñòîñóâàííÿ áóäå òàêèì: ïîñëiäîâíî äëÿ âñiõ ïàð ÷èñåë
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k,m, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ m ≤ k, ìè ïiäðàõîâó¹ìî íàéìåíøó êiëüêiñòü îïåðàöié f(k,m) iç áóôå-
ðîì îáìiíó, ÿêi ïðèâîäÿòü äî ñòàíó (k,m), äå k � êiëüêiñòü ôðàç ó ëèñòi, à m � êiëüêiñòü
ôðàç, ÿêi íà äàíèé ìîìåíò çáåðiãàþòüñÿ â áóôåði îáìiíó. Ïðè öüîìó f(1, 1) = 1, à êîëè
k > 1, òî f(k,m) äîðiâíþ¹: f(k−m,m) + 1, ÿêùî k−m ≥ m; min{f(k, i) + 1 | 1 ≤ i ≤ k− 1},
ÿêùî m = k; ∞ â iíøèõ âèïàäêàõ (¾∞¿ ïîçíà÷à¹, ùî âiäïîâiäíîãî ñòàíó íåìîæëèâî äîñÿã-
òè â ïðèíöèïi; íà ïðàêòèöi ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äîñèòü âåëèêå ÷èñëî, ÿêå äîñòåìåííî
ïåðåâèùó¹ ïðàâèëüíó âiäïîâiäü). Êîëè ìè ïiäðàõó¹ìî âñi çíà÷åííÿ, âiäïîâiääþ áóäå ÷èñëî
min{f(n, i) | 1 ≤ i ≤ n− 1}.

Ñêëàäíiñòü òàêîãî àëãîðèòìó ìîæíà îöiíèòè ÿê O(n2); êiëüêiñòü ïàì'ÿòi, ÿêó âèêîðè-
ñòîâó¹ àëãîðèòì, òåæ äîðiâíþ¹ O(n2). Àëå ÿêùî çàóâàæèòè, ùî f(k,m) 6= ∞ ëèøå â òîìó
âèïàäêó, ÿêùî m ¹ äiëüíèêîì k, òî äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî k ìîæíà çíàõîäèòè âñi äiëüíè-
êè çà O(

√
k) i ðàõóâàòè f(k,m) ëèøå äëÿ âiäïîâiäíèõ çíà÷åíüm. Öå äàñòü îöiíêó O(n

√
n) ÿê

íà ÷àñ âèêîíàííÿ àëãîðèòìó, òàê i íà âèêîðèñòîâóâàíó ïàì'ÿòü (ÿêùî çáåðiãàòè ðåçóëüòàòè
îá÷èñëåíü äëÿ êîæíîãî k íå iíäåêñîâàíèì ïî m ìàñèâîì, à ñïèñêîì).

Öiêàâèì ¹ òîé ôàêò, ùî êîëè ðåàëiçîâóâàòè òi ñàìi ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ ç äîïî-
ìîãîþ ïðîñòî¨ ðåêóðñi¨, ìîæíà çåêîíîìèòè ïîðiâíÿíî ç ïðîñòiøèì ïiäõîäîì äèíàìi÷íîãî
ïðîãðàìóâàííÿ íå ëèøå îïåðàòèâíó ïàì'ÿòü, àëå é ÷àñ âèêîíàííÿ ïðîãðàìè � ïðèíàéìíi,
äëÿ n äîñòàòíüî ìàëèõ, ùîá íà ðåêóðñiþ íå çàáðàêëî ïàì'ÿòi ó ñòåêó.

Çà äîïîìîãîþ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ ìîæíà ñòâîðèòè i òàêèé àëãîðèòì, ÿêèé ïðà-
öþâàòèìå çà O(

√
n). Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî ÿêùî âèïèñàòè êiëüêîñòi ôðàç,

ÿêi îïèíÿëèñÿ â áóôåði îáìiíó íà îïòèìàëüíîìó ¾øëÿõó¿ äî n ôðàç, ìàòèìåìî ïîñëiäîâ-
íiñòü, ó ÿêié êîæíå íàñòóïíå ÷èñëî äiëèòüñÿ íà ïîïåðåäí¹. ßêùî ââåñòè ôóíêöiþ g(k),
ÿêà äîðiâíþ¹ ìiíiìàëüíié êiëüêîñòi îïåðàöié, ïîòðiáíèõ äëÿ îòðèìàííÿ k ôðàç, çìîæåìî
çàïèñàòè ñïiââiäíîøåííÿ: g(1) = 0, g(k) = min{g(i) + k/i | i äiëèòü k, 1 ≤ i < k}, k > 1.
Ïîðàõóâàâøè g(k) ïîñëiäîâíî äëÿ âñiõ äiëüíèêiâ n, ìàòèìåìî âiäïîâiäü � g(n). Öå çàéìå
O(
√
n + d2(n)) = O(

√
n) ÷àñó i ñòiëüêè æ ïàì'ÿòi (÷åðåç d(n) ïîçíà÷åíî êiëüêiñòü äiëüíèêiâ

÷èñëà n).

2.3 ¾Ïåðåõðåñòÿ¿ (Àíäðié Êîðîòêîâ).

Êðà¨íà Êâàäðîëÿíäiÿ ÿâëÿ¹ ñîáîþ êâàäðàò N×N êëiòèíîê. �¨ ìåøêàíöi âèêîðèñòîâóþòü ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò, â ÿêié ëiâèé íèæíié êóò êâàäðàòà ìà¹ êîîðäèíàòè (0, 0), ïðàâèé âåðõíié �
(N,N). Ó Êâàäðîëÿíäi¨ çíàõîäÿòüñÿK ìiñò, êîæíå â òî÷öi ç öiëèìè êîîðäèíàòàìè. Ìåøêàí-
öi Êâàäðîëÿíäi¨ ïåðåñóâàþòüñÿ ïî êðà¨íi ïàðàëåëüíî îñÿì êîîðäèíàò. Äëÿ ïðèøâèäøåííÿ
ïîäîðîæåé äî ñóñiäíiõ êðà¨í óðÿä âèðiøèâ ïîáóäóâàòè äâi øâèäêiñíi àâòîìàãiñòðàëi. Àâ-
òîìàãiñòðàëi ìàþòü áóòè ïåðïåíäèêóëÿðíèìè ìiæ ñîáîþ òà ïàðàëåëüíèìè îñÿì êîîðäèíàò.
Êîæíà ìàãiñòðàëü ç'¹äíóâàòèìå äâi ïðîòèëåæíi ñòîðîíè êâàäðàòà.

Âiäñòàííþ âiä ìiñòà äî ìàãiñòðàëåé áóäå âiäñòàíü âiä ìiñòà äî íàéáëèæ÷î¨ ç íèõ. Óðÿä
âèðiøèâ ðîçìiñòèòè ìàãiñòðàëi òàê, ùîá ìàêñèìàëüíà âiäñòàíü âiä ìiñò äî ìàãiñòðàëåé áóëà
ìiíiìàëüíî ìîæëèâîþ.

Çàâäàííÿ Íàïèøiòü ïðîãðàìó cross, ùî çà äîâæèíîþ ñòîðîíè êâàäðàòà òà ðîçòàøóâàí-
íÿì ìiñò çíàéäå îïòèìàëüíó âiäñòàíü òà ðîçòàøóâàííÿ ìàãiñòðàëåé.

Âõiäíi äàíi Ó ïåðøîìó ðÿäêó âõiäíîãî ôàéëó cross.dat ìiñòÿòüñÿ äâà öiëèõ ÷èñëà: N
(1 6 N 6 1 000 000) òà K (1 6 K 6 40 000) � äîâæèíà ñòîðîíè êâàäðàòà òà êiëüêiñòü ìiñò
âiäïîâiäíî. Íàñòóïíi K ðÿäêiâ ìiñòÿòü ïî äâà öiëèõ ÷èñëà � êîîðäèíàòè ìiñò (âiä 0 äî N).

Âèõiäíi äàíi Ó ¹äèíîìó ðÿäêó âèõiäíîãî ôàéëó cross.sol âèâåäiòü òðè öiëèõ ÷èñëà �
øóêàíó îïòèìàëüíó âiäñòàíü âiä íàéâiääàëåíiøîãî ìiñòà äî íàéáëèæ÷î¨ ìàãiñòðàëi òà êîîð-

16



äèíàòè òî÷êè ïåðåòèíó ìàãiñòðàëåé (ïåðåõðåñòÿ). ßêùî îïòèìàëüíèõ âiäïîâiäåé äåêiëüêà,
âèâåäiòü áóäü-ÿêó ç íèõ.

Îöiíþâàííÿ

1. Ïðèíàéìíi ó 35% òåñòiâ N 6 50, K 6 50.

2. Ïðèíàéìíi ó 50% òåñòiâ K 6 200.

3. Ïðèíàéìíi ó 65% òåñòiâ K 6 2000.

Ïðèêëàä âõiäíèõ òà âèõiäíèõ äàíèõ

cross.dat cross.sol

4 3

1 1

2 2

3 3

1 2 2

2.3.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ

Âiäñòàíü d áóäåìî ââàæàòè äîïóñòèìîþ, ÿêùî iñíó¹ ðîçòàøóâàííÿ ïåðåõðåñòÿ, ïðè ÿêî-
ìó ìàêñèìàëüíà âiäñòàíü âiä ìiñò äî íüîãî íå ïåðåâèùó¹ d. Äîïóñòèìà âiäñòàíü ìà¹ òàêi
âëàñòèâîñòi.

1. ßêùî d1 � äîïóñòèìà âiäñòàíü, i d2 > d1, òî d2 � òàêîæ äîïóñòèìà âiäñòàíü.

2. ßêùî d1 � íå äîïóñòèìà âiäñòàíü, i d2 < d1, òî d2 � òàêîæ íå äîïóñòèìà âiäñòàíü.

Öi âëàñòèâîñòi äîçâîëÿþòü ñêîðèñòàòèñÿ áiíàðíèì ïîøóêîì äëÿ çíàõîäæåííÿ îïòè-
ìàëüíî¨ âiäñòàíi ÿê ìiíiìàëüíî¨ äîïóñòèìî¨ âiäñòàíi. Ïîïåðåäíüî âiäñîðòó¹ìî ìiñòà çà x-
êîîðäèíàòîþ.

Íàâåäåìî àëãîðèòì ïåðåâiðêè âiäñòàíi d íà äîïóñòèìiñòü.
Íåõàé x-êîîðäèíàòà âåðòèêàëüíî¨ ìàãiñòðàëi ðiâíà x0. Òîäi ìiñòà ç x-êîîðäèíàòîþ iç

ïðîìiæêó [x0 − d, x0 + d] áóäóòü çàäîâîëüíÿòè óìîâè äîïóñòèìîñòi. Ðåøòà ìiñò áóäóòü çíà-
õîäèòèñÿ íà âiäñòàíi, áiëüøié çà d, âiä âåðòèêàëüíî¨ ìàãiñòðàëi. Îòæå, âiäñòàíü âiä öèõ ìiñò
äî ãîðèçîíòàëüíî¨ ìàãiñòðàëi íå ïîâèííà ïåðåâèùóâàòè d. Öå ìîæëèâî òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ðiçíèöÿ ìàêñèìàëüíî¨ òà ìiíiìàëüíî¨ y-êîîðäèíàò öèõ ìiñò íå ïåðåâèùó¹ 2d.

Ìåòîäîì äâîõ âêàçiâíèêiâ ïåðåáåðåìî íàéëiâiøå i íàéïðàâiøå ìiñòà, ÿêi áóäóòü âiääàëå-
íi âiä âåðòèêàëüíî¨ ñìóãè íå áiëüø íiæ íà d. Íà êîæíîìó êðîöi öå áóäå ïåâíèé ïðîìiæîê
i..j. Îòæå, âiäñòàíü âiä ìiñò 1..i − 1 òà j + 1..k äî ãîðèçîíòàëüíî¨ ìàãiñòðàëi íå ïîâèííà
ïåðåâèùóâàòè d. Äëÿ åôåêòèâíî¨ ïåðåâiðêè ìîæëèâîñòi âiäïîâiäíîãî ðîçòàøóâàííÿ ãîðè-
çîíòàëüíî¨ ìàãiñòðàëi ïîïåðåäíüî îá÷èñëèìî ìiíiìàëüíó i ìàêñèìàëüíó y-êîîðäèíàòè ìiñò
íà ïðîìiæêàõ âèãëÿäó 1..i òà i..k.

Ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó � O(K logN).

2.4 ¾Îïóêëà îáîëîíêà¿ (ßðîñëàâ Òâåðäîõëiá).

Çàäàíî ìíîæèíó òî÷îê íà ïëîùèíi, à òàêîæ N îïåðàöié, ùî ìîäèôiêóþòü öþ ìíîæèíó.
Êîæíà îïåðàöiÿ ìîæå áóòè îäíîãî ç äâîõ íàñòóïíèõ òèïiâ:

1. Äîäàòè äî ìíîæèíè òî÷êó ç öiëèìè êîîðäèíàòàìè. Ïðè öüîìó àáñöèñà (òîáòî X-
êîîðäèíàòà) íîâî¨ òî÷êè ¹ ñòðîãî áiëüøîþ çà àáñöèñè âñiõ iíøèõ òî÷îê, ÿêi âæå çíà-
õîäÿòüñÿ ó ìíîæèíi.

2. Âèäàëèòè ç ìíîæèíè òî÷êó ç íàéáiëüøîþ àáñöèñîþ.
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Çàâäàííÿ Íàïèøiòü ïðîãðàìó convex, ÿêà çà çàäàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ ç N îïåðàöié ïðî-
ìîäåëþ¹ ¨õ âèêîíàííÿ òà ïiñëÿ êîæíî¨ ç íèõ âèâåäå ïîäâî¹íó ïëîùó îïóêëî¨ îáîëîíêè òî÷îê
ìíîæèíè. Ïåðåä âèêîíàííÿì ïåðøî¨ îïåðàöi¨ ìíîæèíà òî÷îê ¹ ïîðîæíüîþ. Ââàæàòèìåìî,
ùî ïëîùà îïóêëî¨ îáîëîíêè ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè òî÷îê ðiâíà íóëþ.

Îïóêëîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíè òî÷îê íà ïëîùèíi íàçèâà¹òüñÿ îïóêëèé áàãàòîêóòíèê íàé-
ìåíøî¨ ïëîùi, ÿêèé ìiñòèòü âñi òî÷êè ç ìíîæèíè. Áàãàòîêóòíèê íàçèâà¹òüñÿ îïóêëèì, ÿêùî
âiäðiçîê, ùî ñïîëó÷à¹ áóäü-ÿêi äâi éîãî òî÷êè, öiëêîì íàëåæèòü öüîìó áàãàòîêóòíèêó. Òóò
ïiä áàãàòîêóòíèêîì ðîçóìi¹òüñÿ ãðàíèöÿ ôiãóðè ðàçîì ç ¨¨ âíóòðiøíiñòþ.

Âõiäíi äàíi Ïåðøèé ðÿäîê âõiäíîãî ôàéëó convex.dat ìiñòèòü îäíå öiëå ÷èñëî: N (1 6
N 6 100 000) � êiëüêiñòü îïåðàöié, ÿêi ïîòðiáíî âèêîíàòè. Íàñòóïíi N ðÿäêiâ ìiñòÿòü ïî
òðè öiëèõ ÷èñëà � iíôîðìàöiþ ïðî îïåðàöi¨ ó çàøèôðîâàíîìó ôîðìàòi. Äëÿ òîãî, ùîá
îòðèìàòè ïàðàìåòðè îïåðàöi¨ ç íîìåðîì i, ïîòðiáíî ç÷èòàòè òðè öiëèõ ÷èñëà T ∗, X∗ òà Y ∗

(0 6 T ∗ 6 1, 0 6 X∗, Y ∗ 6 2 000 000 000) ç (i + 1)-ãî ðÿäêà, ïiñëÿ ÷îãî îòðèìàòè ÷èñëî T çà
íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ: T = (T ∗ + S) mod 2, äå S � öå ïîäâî¹íà ïëîùà îïóêëî¨ îáîëîíêè
òî÷îê ìíîæèíè äî âèêîíàííÿ îïåðàöi¨ ç íîìåðîì i. Ìîæíà ïåðåêîíàòèñü, ùî S çàâæäè ¹
öiëèì ÷èñëîì.

1. ßêùî T = 0, òî ÷åðãîâà îïåðàöiÿ ïåðøîãî òèïó i êîîðäèíàòè (X,Y ) íîâî¨ òî÷êè
îòðèìóþòüñÿ çà íàñòóïíèìè ôîðìóëàìè: X = L + ((S + X∗) mod 2 000 000 001), Y =
((Y ∗ + S) mod 2 000 000 001) − 1 000 000 000. Òóò L � öå ìàêñèìàëüíà ç àáñöèñ óñiõ
òî÷îê ç ìíîæèíè. ßêùî ìíîæèíà ïîðîæíÿ, òî L = −1 000 000 000.

2. ßêùî T = 1, òî ïîòðiáíî K ðàçiâ âèêîíàòè îïåðàöiþ äðóãîãî òèïó. ×èñëî K çíàõî-
äèòüñÿ çà ôîðìóëîþ: K = ((X∗ + Y ∗ + S) mod Q) + 1. Òóò Q � öå êiëüêiñòü òî÷îê ó
ìíîæèíi.

Ãàðàíòó¹òüñÿ, ùî ïðè ïðàâèëüíié ðîçøèôðîâöi âñiõ îïåðàöié âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi
îáìåæåííÿ:

1. Êîîðäèíàòè óñiõ òî÷îê, ÿêi äîäàþòüñÿ äî ìíîæèíè, íå ïåðåâèùóþòü 1 000 000 000 çà
ìîäóëåì.

2. Ïðè äîäàâàííi íîâî¨ òî÷êè ¨¨ àáñöèñà ¹ ñòðîãî áiëüøîþ çà àáñöèñè óñiõ òî÷îê, ÿêi âæå
ëåæàòü ó ìíîæèíi.

3. Îïåðàöiÿ âèäàëåííÿ çàñòîñîâó¹òüñÿ ëèøå äî íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè òî÷îê.

Âèõiäíi äàíi Âèõiäíèé ôàéë convex.sol ìà¹ ìiñòèòè N ðÿäêiâ. Â ðÿäîê ç íîìåðîì i
ïîòðiáíî âèâåñòè ïîäâî¹íó ïëîùó îïóêëî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè òî÷îê, ÿêà óòâîðèëàñÿ ïiñëÿ
âèêîíàííÿ ïåðøèõ i îïåðàöié. ßêùî ìíîæèíà òî÷îê âèÿâèëàñÿ ïîðîæíüîþ, òî ïëîùó ¨¨
îïóêëî¨ îáîëîíêè ââàæàòè ðiâíîþ 0.

Îöiíþâàííÿ Íàáið òåñòiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç 4 îêðåìèõ áëîêiâ, ç òàêèìè äîäàòêîâèìè îáìå-
æåííÿìè:

1. 15% òåñòiâ: N 6 300.

2. 15% òåñòiâ: N 6 3000.

3. 20% òåñòiâ N 6 100 000, êiëüêiñòü ðÿäêiâ, ó ÿêèõ T = 1 (ïiñëÿ ðîçøèôðóâàííÿ) íå
ïåðåâèùó¹ 100.

4. 50% òåñòiâ: N 6 100 000.
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Ïðèêëàä âõiäíèõ òà âèõiäíèõ äàíèõ

convex.dat convex.sol

6

0 1000000000 1000000000

0 1000000 1001000000

0 1000000 999000000

0 1001500 1000001500

1 85072946 2

1 61619603 2

0

0

3000000000000

6000000000000

3000000000000

0

Ïîÿñíåííÿ

Ïiñëÿ ðîçøèôðóâàííÿ òåñò âèãëÿäà¹ òàêèì ÷èíîì:

• T = 0, X = 0, Y = 0;

• T = 0, X = 1000000, Y = 1000000;

• T = 0, X = 2000000, Y = −1000000;

• T = 0, X = 3000000, Y = 0;

• T = 1,K = 1;

• T = 1,K = 2.

2.4.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ

Ïî-ïåðøå, ïîìiòèìî, ùî âñi îïåðàöi¨ âèäàëåííÿ äåêiëüêîõ òî÷îê ìîæíà ðîçáèòè íà åëå-
ìåíòàðíi îïåðàöi¨ âèäàëåííÿ îäíi¹¨ òî÷êè. Îñêiëüêè êîæíà òî÷êà äîäà¹òüñÿ äî âåðõíüîãî
ëàíöþãà íå áiëüøå îäíîãî ðàçó, òî é ó ñóìi îïåðàöié âèäàëåííÿ áóäå íå áiëüøå íiæ N .

Íåõàé ìè âæå ïîáóäóâàëè îïóêëó îáîëîíêó ìíîæèíè òî÷îê â ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó. Ðîç-
ãëÿíåìî âiäðiçîê, ùî ñïîëó÷à¹ íàéëiâiøó i íàéïðàâiøó òî÷êè ç ìíîæèíè. ×àñòèíó îïóêëî¨
îáîëîíêè, ÿêà ëåæèòü íàä öèì âiäðiçêîì ðàçîì ç äâîìà éîãî êiíöÿìè, íàçâåìî âåðõíiì
ëàíöþãîì îïóêëî¨ îáîëîíêè. Iíøó ÷àñòèíó îáîëîíêè òà äâà êiíöi îáðàíîãî âiäðiçêà íàçâåìî
íèæíiì ëàíöþãîì îïóêëî¨ îáîëîíêè. Òàêèì ÷èíîì, íàéëiâiøà i íàéïðàâiøà òî÷êè íàëåæàòü
îáîì ëàíöþãàì îäíî÷àñíî. Âåðõíié i íèæíié ëàíöþãè ðàçîì ç îáðàíèì âiäðiçêîì óòâîðþþòü
îïóêëi áàãàòîêóòíèêè. Ïëîùà âñi¹¨ îïóêëî¨ îáîëîíêè äîðiâíþ¹ ñóìi ïëîù öèõ äâîõ áàãàòî-
êóòíèêiâ. Îòæå, äîñòàòíüî íàâ÷èòèñü âèêîíóâàòè âñi íåîáõiäíi îïåðàöi¨ ç âåðõíiì ëàíöþãîì,
à äëÿ íèæíüîãî âñå áóäå àíàëîãi÷íî.

Ðîçâ'ÿçîê íà 50 áàëiâ Çàâåäåìî ñòåê, â ÿêîìó áóäóòü çáåðiãàòèñü òî÷êè âåðõíüîãî ëàí-
öþãà. Äîäàâàòè íîâó òî÷êó áóäåìî òàê ñàìî, ÿê i â àëãîðèòìi Ãðåõåìà. À ñàìå, âèäàëÿ-
òèìåìî îñòàííþ òî÷êó çi ñòåêà äî òèõ ïið, ïîêè ïîâîðîò ìiæ äâîìà îñòàííiìè òî÷êàìè
ñòåêà (íàçâåìî ¨õ A i B) i íîâîþ òî÷êîþ (D) íå ñòàíå ïðàâèì (òîáòî âåêòîðíèé äîáóòîê
AB×AD < 0). Ïiñëÿ öüîãî äîäàìî íîâó òî÷êó äî ñòåêà. Äëÿ òîãî, ùîá îêðiì ñàìîãî ëàíöþãà
çíàõîäèòè ùå é éîãî ïëîùó, ïîòðiáíî ðàçîì ç êîæíîþ òî÷êîþ çáåðiãàòè ïëîùó îïóêëîãî áà-
ãàòîêóòíèêà, óòâîðåíîãî âñiìà òî÷êàìè, ÿêi â ñòåêó çíàõîäÿòüñÿ ïåðåä íåþ (âêëþ÷àþ÷è ¨¨).
Òîäi ïðè äîäàâàííi íîâî¨ òî÷êè äîñòàòíüî äî âæå çáåðåæåíî¨ ïëîùi ëàíöþãà äîäàòè ïëîùó
òðèêóòíèêà, óòâîðåíîãî ïåðøîþ i îñòàííüîþ òî÷êàìè çi ñòåêà, à òàêîæ íîâîþ òî÷êîþ.

Ìè âæå âìi¹ìî äîäàâàòè òî÷êè äî âåðõíüîãî ëàíöþãà i ðàõóâàòè ïiñëÿ öüîãî éîãî ïëîùó.
Àëå îïèñàíèé âèùå àëãîðèòì íå äîçâîëÿ¹ âèäàëÿòè òî÷êè ç ìíîæèíè. À ñàìå, ïðè äîäàâàííi
íîâî¨ òî÷êè ìè âèäàëÿ¹ìî äåêiëüêà îñòàííiõ òî÷îê çi ñòåêà. Òåïåð ïðè îïåðàöi¨ âèäàëåííÿ
ìè ìà¹ìî çíîâó ïîâåðíóòè öi òî÷êè äî ñòåêà. Äëÿ öüîãî çàâåäåìî ùå îäèí ñòåê, êóäè ìè
áóäåìî ïåðåêëàäàòè òî÷êè ïðè âèäàëåííi ¨õ ç ïåðøîãî ñòåêà. ßêùî ïîòðiáíî ïîâåðíóòè
äåêiëüêà âèäàëåíèõ òî÷îê â ïåðøèé ñòåê, òî ìè ìîæåìî âçÿòè ¨õ iç äðóãîãî. Ïîòðiáíî ëèøå
äëÿ êîæíîãî çàïèòó äîäàòêîâî çàïàì'ÿòàòè ðîçìið äðóãîãî ñòåêà äëÿ òîãî, ùîá ìè çíàëè,
ñêiëüêè òî÷îê ïîòðiáíî ïîâåðíóòè äî âåðõíüîãî ëàíöþãà. Öåé àëãîðèòì ìîæå îáðîáëÿòè âñi
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òèïè îïåðàöié i ìà¹ ÷àñîâó ñêëàäíiñòü O(NM), äå M � öå êiëüêiñòü ðÿäêiâ âõiäíîãî ôàéëó,
ó ÿêèõ ïðîñÿòü âèäàëèòè äåêiëüêà îñòàííiõ òî÷îê. Íàáèðà¹ òàêèé ðîçâ'ÿçîê 50 áàëiâ.

Ðîçâ'ÿçîê íà 100 áàëiâ Äëÿ îòðèìàííÿ ïîâíîãî ðîçâ'ÿçêó ïîòðiáíî çðîçóìiòè, ÿêå ìiñöå
¹ íàéïîâiëüíiøèì ó öüîìó àëãîðèòìi. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ñèòóàöiþ: íåõàé â íàñ ¹ ïîáóäî-
âàíèé âåðõíié ëàíöþã ÿêî¨ñü ìíîæèíè òî÷îê (çáåðiãà¹òüñÿ ó ñòåêó). Ïiñëÿ öüîãî ìè äîäà¹ìî
íîâó òî÷êó, ÿêà ëåæèòü íàáàãàòî âèùå âñiõ iíøèõ, i òîìó çi ñòåêà âèäàëÿþòüñÿ óñi òî÷êè,
êðiì ïåðøî¨. Òåïåð ìè âèäàëÿ¹ìî öþ òî÷êó, i âñi òi òî÷êè çíîâ ïåðåêëàäàþòüñÿ ç îäíîãî
ñòåêà â iíøèé. Îòæå, çà 2 îïåðàöi¨ àëãîðèòì çðîáèâ O(N) äié. ßêùî ¨õ ïîâòîðþâàòè áàãàòî
ðàçiâ, òî ñêëàäíiñòü áóäå O(N2).

Çàìiíèìî â íàøîìó ðîçâ'ÿçêó ñòåê çâè÷àéíèì ìàñèâîì, äëÿ ÿêîãî áóäåìî äîäàòêîâî
ïàì'ÿòàòè êiëüêiñòü òî÷îê, ÿêà íàëåæèòü âåðõíüîìó ëàíöþãó (ðîçìið ñòåêà). Ïðè äîäàâàííi
íîâî¨ òî÷êè çíàéäåìî áiíàðíèì ïîøóêîì êiëüêiñòü òî÷îê, ÿêó ïîòðiáíî âèäàëèòè çi ñòåêà
ïåðåä òèì, ÿê ïîêëàñòè öþ íîâó òî÷êó äî íüîãî. Çàìiñòü ïåðåêëàäàííÿ óñiõ öèõ òî÷îê ó
äðóãèé ñòåê ìè ïîêëàäåìî òóäè ëèøå ðîçìið âåðõíüîãî ëàíöþãà, à òàêîæ âñþ iíôîðìàöiþ
ïðî îñòàííþ ç òî÷îê, ùî âèäàëÿþòüñÿ (òîáòî ¨¨ íîìåð ó ìàñèâi, ¨¨ êîîðäèíàòè, à òàêîæ ïëîùà
ìíîãîêóòíèêà, ïîâ'ÿçàíîãî ç íåþ). Ïiñëÿ öüîãî ìè çàìiíèìî öþ òî÷êó íà íîâó, ïåðåðàõó¹ìî
äëÿ íå¨ ïëîùó i çìiíèìî ðîçìið ëàíöþãà. Ïðè öüîìó âñi iíøi òî÷êè, ÿêi ìàëè áóòè âèäàëåíi,
çàëèøàþòüñÿ â ìàñèâi áåç çìií (ïðîòå âîíè çíàõîäÿòüñÿ çà ìåæàìè ëàíöþãà). Ïðè âèäàëåííi
îñòàííüî¨ òî÷êè íàì äîñòàòíüî çìiíèòè ëèøå ðîçìið ëàíöþãà i çàìiíèòè îäíó òî÷êó íà òó,
ùî çáåðiãà¹òüñÿ ó äðóãîìó ñòåêó. Ñêëàäíiñòü òàêîãî ðîçâ'ÿçêó � O(N logN).
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