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Командна усна олiмпiада

Молодша лiга

1. Уздовж кола записанi декiлька чисел. Вiдомо, що серед добуткiв сусiднiх чисел є
рiвно 5 вiд’ємних. Чому дорiвнює добуток усiх чисел, що записанi вздовж кола?

2. У Кролика вкрали дiжку меду. Вiн запiдозрив, що це мiг зробити хтось iз тих,
хто напередоднi був у нього в гостях – Iа, Вiннi-Пух, П’ятачок та Тигра. Можливо, що
крадiжку скоїли вiдразу декiлька гостей. Достеменно вiдомо, що:

1) хтось з перелiченої четвiрки обов’язково винен;
2) Якщо П’ятачок винен, то лише у парi з Вiннi-Пухом;
3) якщо Iа винен, то у нього повинно бути ще 2 спiвучасники;
4) якщо винен Тигра, то у нього повинен бути ще рiвно 1 спiвучасник.
Хто з гостей безумовно брав участь у крадiжцi?
3. Задано двi рiзнi точки A та B. Вкажiть усi можливi розташування (ГМТ) точок C,

для яких у трикутнику ABC сторона AB буде найменшою з усiх трьох сторiн.
4. Два гравцi грають у таку гру на шахiвницi 8× 8 – у кожного з них є фiшка, фiшки

гравцiв стоять у протилежних кутах дошки. Вертикаль та горизонталь, на яких стоїть
фiшка одного з гравцiв, є забороненими для ходу iншого гравця. Кожним своїм ходом
гравець повинен пересунути свою фiшку у сусiдню вздовж сторони клiтину, якщо вiн
може це зробити. Програє той, хто не може зробити хiд. Хто виграє за правильної гри?

5. Для яких натуральних n iз сукупностi чисел 1, 2, . . . , n − 1 можна вибрати кiлька
рiзних парних чисел, сума яких дiлиться на n?

6. Нехай P – довiльна точка всерединi триктуника ABC. Позначимо через Pa, Pb та Pc

точки, якi симетричнi точцi P вiдносно середин сторiн BC, CA та AB вiдповiдно. Довести,
що прямi APa, BPb та CPc перетинаються в однiй точцi.

7. Знайти всi пари натуральних чисел (m, n), якi є розв’язками рiвняння m! +n! = mn.
8. Нехай b, n > 1 – натуральнi числа. Припустимо, що для кожного k > 1 iснує цiле

ak, таке що b − an
k дiлиться без остачi на k. Довести, що b є n-м степенем деякого цiлого

числа.

Середня лiга

1. Задача № 4 молодша лiга
2. Задача № 5 молодша лiга
3. Задача № 6 молодша лiга
4. Задача № 8 молодша лiга
5. У прямокутну трапецiю ABCD, AD ‖ BC, AD ⊥ AB, вписане коло з центром у

точцi O, яке дотикається до сторони CD в точцi Q, T = AC ∩ BD. Нехай P – точка
перетину прямої CD та кола, що проходить через точки T,Q, O, що вiдмiнна вiд точки Q.
Довести, що TP ‖ AD.

6. Розв’язати в дiйсних числах систему рiвнянь: a
√

b− c = a,
b
√

c− a = b,
c
√

a− b = c.

7. Натуральне число z називається десятковим палiндромом, якщо його десяткове
представлення Z = znzn−1 . . . z1z0, де zn 6= 0, має властивiсть: zk = zn−k для всiх k ∈
{0, 1, . . . , n}. Довести, що для кожного натурального z, яке не дiлиться на 10, iснує деся-
тковий палiндром, який дiлиться на z.

8. Знайти всi функцiї f : N → N, якi задовольняють такi двi умови для довiльних
натуральних m, n:

1) f(n) є повним квадратом;
2) f(m + n) = f(m) + f(n) + 2mn.
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Старша лiга

1. Задача № 8 молодша лiга
2. Задача № 5 середня лiга
3. Задача № 6 середня лiга
4. Показати, що якщо додатнi числа x, y, z задовольняють умову x + y + z = 1, то(

1 +
1

x

)(
1 +

1

y

)(
1 +

1

z

)
≥ 64.

5. Задача № 7 середня лiга
6. Вписане в трикутник ABC коло дотикається до сторiн BC, AC та AB трикутника в

точках A1, B1 та C1 вiдповiдно. Нехай l – довiльна пряма, що проходить через iнцентр I,
точки A2, B2, C2 симетричнi точкам A1, B1, C1 вiдносно прямої l. Довести, що прямi AA2,
BB2 та CC2 перетинаються в однiй точцi.

7. Задача № 8 середня лiга
8. Розглянемо шахову дошку n× n, n > 1. Вибираємо (2n− 2) квадрати таким чином,

щоб жоднi два не лежали вздовж однiєї дiагоналi. У скiльки способiв це можна зробити?
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Командна усна олiмпiада

Молодша лiга

1. Вiдповiдь: 0.
Розв’язання. Припустимо, що серед записаних чисел немає 0. Тодi всi числа додатнi

та вiд’ємнi. Вiд’ємним може виявитись добуток лише пари чисел, серед яких одне додатне,
а iнше вiд’ємне.

Розглянемо групу вiд’ємних чисел (не менше вiд одного), що йдуть поспiль, тодi їх ото-
чують додатнi числа i серед усiх сусiднiх добуткiв у цiй групi з урахуванням додатних ми
маємо рiвно 2 вiд’ємнi добутки. Таким чином, загалом буде парна кiлькiсть вiд’ємних до-
буткiв. Тобто, 5 вiд’ємних добуткiв може бути лише при наявностi принаймнi одного нуля,
що записаний поруч iз вiд’ємним числом. Наприклад, якщо числа записанi таким чином
(останнє число межує вздовж кола з першим): −1, 1,−1, 1,−1, 1, 0. Але тодi зрозумiло, що
добуток усiх чисел дорiвнює нулевi.

2. Вiдповiдь: Вiннi-Пух.
Розв’язання. Усi четверо не могли брати участь у крадiжцi, бо це суперечить умовi

4).
Якщо крали утрьох, то з умови 4) серед них не повинен бути Тигра, звiдки випливає,

що були усi крiм нього, що не суперечить iншим умовам.
Якщо крали двоє, то Iа серед них не було, якщо був П’ятачок, то був i Вiннi-Пух, якщо

П’ятачка не було, то тим паче був Вiннi-Пух.
Нарештi, якщо крав хтось один, то це мiг бути тiльки Вiннi-Пух.
Висновок – якщо крала компанiя з будь-якої кiлькостi гостей, то серед них обов’язково

був Вiннi-Пух, тому вiн точно винен. Нiкого, крiм Вiннi-Пуха, звинуватити у крадiжцi не
можна, адже крадiжку справдi мiг здiйснити вiн один.
3. Розв’язання. Побудуємо два круги k1 та k2 з центрами в
точках A та B вiдповiдно та з радiусами, що дорiвнюють AB.
Пряму AB позначимо через l, тодi шуканим ГМТ буде та ча-
стина площини, що не попадає всередину чи на межу кругiв
k1 та k2, а також не лежить на прямiй l. Це зрозумiло, бо якщо
вершина C лежить у вказанiй областi, то з умови, що вона зовнi
k1 випливає, що CA > AB, аналогiчно, з умови, що вона зовнi
k2 випливає, що CB > AB, тобто вiдрiзок AB є найменшим з
трьох вiдрiзкiв AB, BC, CA. Умова, що точка C не лежить на
прямiй l, необхiдна для iснування триктуника ABC.

4. Вiдповiдь: виграє другий гравець.
Розв’язання. Виграє другий гравець. На початку гри обидвi фiшки стоять на чор-

них полях (без обмеження загальностi ми можемо так уважати). Пiсля ходу першого вони
стають на поля рiзного кольору, тодi другий завжди може зробити хiд «назустрiч» пер-
шому, тобто зменшити вiдстань мiж фiшками. Дiйсно, фiшки не можуть стояти в одному
рядку, тому мiж ними або по вертикалi, або по дiагоналi є принаймнi 2 рядки, i другий
гравець може походити назустрiч супротивнику. Навпаки, пiсля ходу другого, коли фiшки
опиняться максимально близько одна вiд iншої (просто в сусiднiх по дiагоналi клiтинах),
першому гравцю доведеться вiдступати, i вiн буде загнаний у кут, де вже немає куди
вiдступати – тодi в нього не буде ходу.

5. Вiдповiдь: n ≥ 8 та n = 6.
Розв’язання. Спочатку переконаємось, що при n < 6 та n = 7 розв’язкiв не iснує. Це

можна зробити простим перебором. Наприклад, при n = 7 маємо набiр чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Оскiльки ми вибираємо лише парнi числа, то сума буде парною, а тому для подiльностi
на непарне число n = 7 треба мати суму щонайменше 14. Але сума всiх парних чисел, що
записанi, менша вiд цього числа. Так само перевiряється неможливiсть при iнших n.

Тепер розглянемо два випадки.
1-й випадок. n = 2k – парне. Тодi числа 2 та 2k − 2 дають шукану суму 2 + (2k − 2) =

2k = n. При цьому вони рiзнi, оскiльки при n ≥ 6 маємо 2k − 2 = n− 2 > 2.
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2-й випадок. n = 2k+1 – непарне. Тодi виберемо числа 4, 2k−2, 2k: 4+(2k)+(2k−2) =
4k + 2 = 2n. Числа рiзнi, оскiльки при n ≥ 9 маємо 2k − 2 = n− 3 > 4.
6. Розв’язання. Позначимо через Ma, Mb та Mc середини
вiдповiдних сторiн 4ABC. Вони одночасно також i сере-
дини вiдрiзкiв PPa, PPb, PPc, тому маємо паралелограми
APBPc, CPABp, BPCPa. Тобто, вiдрiзки AP та BPc рiв-
нi та паралельнi. Аналогiчне стосується й пари вiдрiзкiв
AP та CPb. Тому PbPcBC – паралелограм, його дiагона-
лi перетинаються в серединах. Але тодi середини усiх цих
вiдрiзкiв APa, BPb та CPc повиннi збiгатися, що й треба
було довести.
7. Вiдповiдь: (2, 2) та (2, 3).
Розв’язання. Якщо m > n, то вихiдне рiвняння можна
переписати як:

n!(1 + (n + 1)(n + 2) . . . (m− 1)m) = mn,

що є суперечнiстю, оскiльки числа m та 1 + (n + 1)(n + 2) . . . (m− 1)m взаємно простi.
Таким чином m ≤ n. Якщо m > 2, то задане рiвняння можна переписати як

(m− 2)!(m− 1)m(1 + (m + 1)(m + 2) . . . n) = mn.

Але це також неможливо, бо числа m−1 та m взаємно простi. Висновок: m = 1 або m = 2.
Якщо m = 1, ми маємо 1 + n! = 1 – суперечнiсть.
m = 2 ⇒ 2! + n! = 2n ⇒ при n ≥ 4 маємо n! = 1 · 2 · 3 · 4 · . . . · n > 24 · 2 · . . . · 2 = 2n.

Залишається перевiрити випадки n = 2 та n = 3. Простою перевiркою переконуємось, що
(2, 2) та (2, 3) є шуканими розв’язками.

8. Розв’язання. Покладемо k = b2. Тодi повиннi iснувати такi цiлi ak та m, для яких
виконується рiвнiсть: b−an

k = mb2, звiдки an
k = b(1−mb). Зрозумiло, що числа b та (1−mb)

взаємно простi та їхнiй добуток є n-м степенем деякого цiлого числа, тому й кожне з них
повинне саме бути n-м степенем деякого цiлого числа. Це й треба було довести.

Середня лiга

1. Задача № 4 молодша лiга
2. Задача № 5 молодша лiга
3. Задача № 6 молодша лiга
4. Задача № 8 молодша лiга
5. Розв’язання. Спочатку скористаємось такою
лемою.
Лема. Якщо у прямокутну трапецiю ABCD з

основами AD = a та BC = b, AD ⊥ AB, вписане
коло радiуса r, то r = ab

a+b
.

Далi просто знаходимо вiдстань вiд точки T до
бiчної сторони AB, воно в наших позначеннях
також дорiвнює ab

a+b
. Тому очевидно, що TO ‖

AB. Оскiльки QTOP за побудовою вписаний, то
∠PTO = ∠PQO = 90◦, тобто TP ⊥ TO. Звiдси
випливає, що TP ‖ AD.

6. Вiдповiдь: (0, 0, 0), (4, 4, 4).
Розв’язання . З вигляду системи зрозумiло, що невiдомi невiд’ємнi. Якщо, наприклад,

a = 0, то b = c = 0 i маємо перший розв’язок (0, 0, 0). Нехай тепер abc 6= 0. Тодi з першої
рiвностi маємо, що a(

√
b − 1) = c, тому b ≥ 1. З iнших рiвнянь одержуємо, що й усi iншi

змiннi також не меншi вiд 1.
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Тодi, внаслiдок циклiчностi невiдомих a, b, c, без обмеження загальностi можемо вва-
жати, що a = max{a, b, c}. Тодi з першого рiвняння одержимо, що

c(
√

b− 1) ≤ a(
√

b− 1) = c ⇒ b ≤ 4.

З другого рiвняння маємо, що

b(
√

c− 1) = a ≥ b ⇒ c ≥ 4.

Тепер використаємо одержанi нерiвностi разом з третiм рiвнянням системи й одержимо,
що

4 ≤ c ≤ c(
√

c− 1) ≤ c(
√

a− 1) = b ≤ 4,

звiдки зрозумiло, що b = c = 4, а тому й a = 4.
7. Розв’язання. Окрiм добре вiдомих тверджень з елементарної теорiї чисел, нам

буде потрiбна така лема.
Лема. Нехай s – натуральне число, яке не кратне нi 2, нi 5, та Z = zk−1zk−2 . . . z1z0 –

послiдовнiсть з k цифр, де zk−1 6= 0, k = 1, 2, 3, . . . Далi нехай Zi – це послiдовнiсть, яка
одержана шляхом дописуванням поруч i копiй числа Z. Кожне з чисел Zi кратне Z та
принаймнi одне з цих кратне s.

Доведення леми. Очевидно, що Zi = Z(1 + 10k + 102k + . . . + 10(i−1)k) кратне Z. Якщо
тепер припустити, що серед чисел немає кратних числу s, тодi серед чисел Zi виберемо
два таких, якi мають однаковi остачi при дiленнi на s. Нехай це числа Zm та Zn, m > n.
Тодi число Y = Zm − Zn дiлиться на s. Але число Y – це є запис (m− n) разiв числа Z, а
далi всi нулi, тобто Y = Zm−n · 10kn. Згiдно з вибором числа s ми маємо, що Zm−n кратне
s. Одержана суперечнiсть завершує доведення леми.

Повернемось до доведення основної частини. Подамо число z як z = cr · s, де c ∈ {2, 5}
та числа c, s взаємно простi. Спочатку побудуємо число, яке кратне cr i є палiндромом.
Починаємо з десяткового представлення числа cr = zk−1zk−2 . . . z1z0. Ми допишемо злiва
достатню кiлькiсть нулiв, щоб число, яке утворилося, мало принаймнi r цифр. Пiсля цього
попереду допишемо симетричним чином цифри цього числа, щоб утворився палiндром:
z0z1 . . . zk−2zk−100 . . . 0zk−1zk−2 . . . z1z0. Воно до того ж кратне cr, оскiльки останнi r цифр
числа утворюють число, яке кратне cr.

Далi скористаємось лемою, тобто будемо дописувати вiдповiдну кiлькiсть разiв цей
палiндром, доки не одержимо число, яке кратне s. Кожне з написаних чисел i саме є
палiндромом, а крiм того, число, яке кратне s, буде також кратне й cr. Iз взаємної простоти
чисел c та s маємо, що записаний палiндром є кратним z, що й треба було довести.

8. Вiдповiдь: f(n) = n2.
Розв’язання. Визначимо таку функцiю: g(n) = f(n) − n2. Тодi другу умову можна

переписати так: g(m + n) + (m + n)2 = g(m) + m2 + g(n) + n2 + 2mn, тобто функцiя
g задовольняє ∀m, n ∈ N таку умову: g(m + n) = g(m) + g(n). Покладемо b = g(1) =
f(1) − 1 ≥ 0, тодi при n = 1 маємо g(m + 1) = g(m) + b. Далi iндукцiєю легко показати,
що g(n) = nb, тому f(n) = nb + n2. Тож при n = b f(b) = 2b2 не є повним квадратом, тому
залишається єдина можливiсть b = 0, яка дає єдину можливу вiдповiдь: f(n) = n2.

Старша лiга

1. Задача № 8 молодша лiга
2. Задача № 5 середня лiга
3. Задача № 6 середня лiга
4. Розв’язання.(

1 +
1

x

)(
1 +

1

y

)(
1 +

1

z

)
=

(x + 1)(y + 1)(z + 1)

xyz
=

=
xyz + xy + yz + zx + x + y + z + 1

xyz
= 1 +

(
1

x
+

1

y
+

1

z

)
+

2

xyz
.
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З нерiвностi мiж середнiми маємо, що 3
1
x
+ 1

y
+ 1

z

≤ x+y+z
3

= 1
3
, тому 1

x
+ 1

y
+ 1

z
≥ 9, крiм

того, 1 = x + y + z ≥ 3 3
√

xyz, тому xyz ≤ 1
27

або 1
xyz
≥ 27, звiдки остаточно

1 +

(
1

x
+

1

y
+

1

z

)
+

2

xyz
≥ 1 + 9 + 2 · 27 = 64.

5. Задача № 7 середня лiга
6. Розв’язання. Позначимо через dc(X), db(X), da(X)
вiдстанi вiд точки X до прямих c, b, a вiдповiдно. з теореми
Чеви у синуснiй формi неважко показати, що

db(A2)

dc(A2)
· dc(B2)

da(B2)
· da(C2)

db(C2)
= 1

тодi i тiльки тодi, коли прямi AA2, BB2 та CC2 перетина-
ються в однiй точцi.
Очевидно, що B1A2 = B2A1, оскiльки пря-
мi CA та CB дотикаються до одного кола, то
∠B2A1B = 1

2
^ B2A1 = 1

2
^ B1A2 = ∠A2B1C, тому

da(B2) = A1B2 sin ∠B2A1B = A2B1 sin ∠A2B1C = db(A2).
Аналогiчно, da(C2) = dc(A2) та db(C2) = dc(B2), звiдки й
випливає потрiбна рiвнiсть.
7. Задача № 8 середня лiга

8. Вiдповiдь: 2n.
Розв’язання. Спочатку зрозумiємо, що в нашому випадку при стандартному роз-

фарбуваннi шахової дошки половина клiтин вибирається на бiлих, а половина – на чорних
дiагоналях. Дiйсно, якщо розглянути дiагоналi одного напряму, їх усього (2n− 1), але двi
кутовi клiтини утворюють двi дiагоналi, якi не можуть бути зайнятими одночасно, оскiль-
ки вони самi лежать на однiй дiагоналi протилежного кольору. Назвемо k-дiагоналлю таку
дiагональ, яка мiстить рiвно k клiтин.
Тепер почнемо рахувати варiанти заповнення. Виби-
раємо напрямок дiагоналi, наприклад, злiва знизу на-
право нагору. Тодi для двох кутових клiтин є 2 ва-
рiанти вибору. Виберемо, наприклад, квадрат злiва
нагорi, як показано на рис. 2 (обранi квадрати бу-
демо робити темними). На наступнiй 2-дiагоналi ми
маємо двi клiтини, тобто знову вибiр з 2 варiантiв.
Але тепер розглянемо ще й iншу (знизу) 2-дiагональ.
На цiй дiагоналi можна вибрати клiтину однозначно.
Далi йде 3-дiагональ, що складається з трьох клiтин,
але знову маємо вибiр лише з 2 варiантiв, оскiльки
одна клiтина зайнята, якщо враховувати найбiльшу
дiагональ протилежного напряму, на якiй стоїть ку-
това клiтина. Тодi знову однозначно заповнюється iн-
ша 3-дiагональ. I взагалi, далi легко побачити, що у
кожнiй наступнiй k-дiагоналi вiльними, з урахуван-
ням дiагоналей протилежного напряму, є лише двi
крайнi клiтини. Це легко довести ММI.

Таким чином, на цiй дiагоналi можемо вибрати лише у 2 способи, а на аналогiчнiй
k-дiагоналi з протилежного боку – однозначно. Зрештою дiйдемо до найбiльшої дiагоналi,
на якiй знову маємо вибiр з 2 варiантiв. Таким чином, маємо вiдповiдь: 2n.


