8-Й КИЇВСЬКИЙ ТУРНІР МАТЕМАТИЧНИХ БОЇВ 

ІМЕНІ ЛЕСІ РУБЛЬОВОЇ

Усна командна олімпіада

Молодша ліга 
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1. (01) Розв’язання. Оскільки добуток усіх цифр числа n непарний, непарною має бути кожна цифра цього числа. Тоді й квадрат кожної цифри — непарне число. Якби число n мало 2011 цифр, то сума їхніх квадратів була би сумою непарної кількості (2011) непарних чисел, тобто не могла б бути парною. Це суперечить умові задачі.
2. (02) Відповідь: можна; один із можливих прикладів наведений на рис. 1.
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3. (03) Розв’язання. Розріжмо трикутник зі стороною 10 000 м на 16 однакових правильних трикутників зі стороною 2500 м, як показано на рис. 2. Два солдати, що перебувають всередині або на межі одного такого маленького трикутника, можуть зв’язатися за допомогою рації. Оскільки солдатів 17, а трикутників — 16, у довільний момент часу в одному з трикутників перебуватимуть хоча б два солдати.
4. (04) Відповідь: 419. 

[image: image229.wmf]C

Розв’язання. Єдина ненульова остача, яку може давати число N у разі ділення на 2, — це 1. При діленні на 3 число N може мати ненульові залишки 1 та 2, але оскільки остачі, згідно з умовою, повинні бути різними, єдиний можливий варіант — це остача 2. Аналогічним чином дістанемо, що число N дає остачі 3, 4, 5 та 6 у разі ділення на 4, 5, 6 та 7 відповідно.
Знайдімо тепер найменше число N, яке має знайдені залишки при діленні на числа від 2 до 7. Для цього розглянемо число 
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. Якщо число N давало остачі 1, 2, 3, 4, 5, 6 від ділення на 2, 3, 4, 5, 6, 7 відповідно, то 
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 має ділитися на ці всі числа. І навпаки, якщо 
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 ділиться на числа від 2 до 7, то N при діленні на них дає потрібні остачі. Отже, 
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[image: image5.wmf]419.

N

=


5. (05) Розв’язання. Припустімо, що для деякого числа p, яке задовольняє умову, число 
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 теж є простим. Подамо це число як 
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 та розглянемо випадки.
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 — не є простим.
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 — просте, лише коли 
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 — складене.
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 — не просте.
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 — складене число.
Таким чином, прийшли до суперечності.

Зауважимо насамкінець, що число p, за якого умова задачі виконується, існує. Таким може бути, наприклад, 
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6. (06) Відповідь: такого трапитися не могло.
Розв’язання. Припустимо, що кожна команда виграла стільки ж матчів, скільки звела внічию. Домовимось, що за кожну перемогу команді нараховують 2 очки, за нічию — 1 очко, а за програш не нараховують нічого. Тоді за кожен матч команди, які в ньому грали, отримують в сумі 2 очки. Усього було зіграно 
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 матчів, тож загальна кількість набраних очок —  
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. З іншого боку, якщо деяка команда виграла рівно n матчів, то рівно n матчів вона зіграла і внічию, отже набрала в сумі 
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 очок. Таким чином, маємо, що кожна команда набрала кількість [image: image230.wmf]D

очок, кратну трьом. Тоді й загальна кількість очок, набраних усіма командами, повинна ділитися на 3. Але число 272 на 3 не ділиться. Суперечність.
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7. (07) Розв’язання. 
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, тому 
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  (рис. 3). Позаяк
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 — медіана рівнобедреного трикутника, отже вона є й висотою, тобто 
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. Тому LO є медіаною й висотою в трикутнику 
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, тож він рівнобедрений, а оскільки 
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, то ще й правильний. До того ж точка 
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 — центр цього трикутника (бо LO і CD — висоти). Тоді з властивості медіан 
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. Крім того, 
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. Звідси 
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 — паралелограм (DL і CB рівні та паралельні). Нехай 
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 — точка перетину діагоналей цього паралелограма. Оскільки Q — середина CD, а O — середина BD, BQ і CO є медіанами 
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, тож 
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8. (08) Розв’язання. Занумеруймо точки зліва направо числами 
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 і розгляньмо групи по 2n сусідніх точок: 
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Нехай у першій групі, 
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, є рівно l жовтих точок. Тоді блакитних точок у цій групі 
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, а різниця між кількістю жовтих та блакитних точок складає 
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. З іншого боку, в останній групі, 
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 кількість жовтих точок повинна дорівнювати 
[image: image58.wmf]2
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 (бо разом у першій та останній групах містяться всі 2n жовтих точок), а блакитних точок в останній групі — l. Тоді різниця між жовтими та блакитними точками в останній групі складає 
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. Якщо 
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, то кількість жовтих та блакитних точок як у першій, так і в останній групі збігається, тобто твердження задачі справджується.

Нехай 
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. Подивимось, що відбувається з різницею кількостей жовтих та блакитних точок, коли від однієї групи перейти до наступної, правішої. По такому переході набір точок змінюється незначно: ліва точка попередньої групи зникає, а замість неї з’являється права точка наступної групи. Є три можливих варіанти: або точка, що зникла, і точка, що з’явилася, пофарбовані однаково, або ліва точка була синьою, а права точка — жовта, або навпаки. У першому випадку різниця між кількістю жовтих та синіх точок не змінюється, в другому випадку така різниця збільшується на 2, а в третьому — зменшується на 2. Оскільки знайдені різниці кількостей для першої та останньої груп 
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 — парні числа різного знаку, при переході від однієї з цих груп до іншої настане момент, коли різниця між жовтими та синіми точками складатиме 0. Відповідна група із 2n послідовних чисел тоді й буде шуканою.
Середня ліга 

1. Див. розв’язання задачі № 5 (05) молодша ліга.
2. Див. розв’язання задачі № 2 (02) молодша ліга.

3. (09) Відповідь: 
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Розв’язання. Позначмо різницю між двома послідовними членами прогресії через d (така різниця може бути додатною або від’ємною). Розглянемо два випадки:
· Якщо c — середній член прогресії, можемо записати: 
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. До того ж при такому значенні параметра дискримінант рівняння додатний, отже воно має два різних корені, середнє арифметичне яких справді дорівнює 
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· Якщо 
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 — крайній член прогресії, можемо записати, що 
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. Оскільки, за тією ж таки теоремою Вієта, 
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, дістаємо квадратне рівняння відносно c, із якого маємо, що 
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. Неважко переконатися, що за обох цих значень параметра корені рівняння дійсно існують і задовольняють умову.
4. Див. розв’язання задачі № 7 (07) молодша ліга.

5. Див. розв’язання задачі № 8 (08) молодша ліга.

6. (10) Розв’язання. Розкривши у вихідній нерівності дужки, можемо провести такі рівносильні перетворення:

[image: image83.wmf]2422

3(1)(1)

aaaa

++³++

 
[image: image84.wmf]Û

 
[image: image85.wmf]24234

3331232

aaaaaa

++³++++

 
[image: image86.wmf]Û

 
[image: image87.wmf]43

2222

aaa

+³+

 
[image: image88.wmf]Û

 
[image: image89.wmf]3

2(1)(1)0

aa

--³

 
[image: image90.wmf]Û

 
[image: image91.wmf]22

2(1)(1)0

aaa

++-³

.

Оскільки рівняння 
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 коренів не має, для довільного числа a справджується нерівність 
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. Тоді справедливою є й початкова нерівність.
7. (11) Відповідь: 
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Розв’язання. Без обмеження загальності будемо вважати, що 
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, тобто твердження задачі справджується незалежно від значення n.
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8. (12) Відповідь: 
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Розв’язання. Оскільки чотирикутник KBCM — вписаний, має виконуватися рівність 
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 (рис. 4), а тоді рівними є й кути 
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, тобто CK та BM є висотами. З умови задачі випливає, що вони містяться всередині 
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, тож цей трикутник має бути гострокутним (у тупокутному трикутнику дві висоти містяться поза трикутником, а в прямокутному трикутнику дві висоти збігаються з його сторонами).

Оскільки кут 
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 — діаметр кола, що описане навколо чотирикутника AKLM. Так само, оскільки 
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, BC є діаметром описаного навколо KBCM кола. Тоді з умови задачі випливає, що 
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Далі, 
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 (остання рівність випливає з того, що L — ортоцентр, а AL — третя висота 
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). Вище ми встановили, що 
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Залишилось показати, що довільний трикутник із такими кутами задовольнятиме умову задачі (за умови, що величину 
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 матиме кут при вершині A). Справді, якщо за точки K та M взяти основи висот трикутника, то навколо AKLM та KBCM можна буде описати кола; їхніми діаметрами будуть AL та BC відповідно. Із попередніх міркувань 
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Старша ліга 

1. Див. розв’язання задачі № 5 (05) молодша ліга.
2. (13) Відповідь: 
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Розв’язання. Із очевидної нерівності 
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Отже, якщо додати ці три нерівності, 
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. З іншого боку, 
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. Тому значення обох частин нерівностей мають збігатися: 
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. Але це можливо, лише коли 
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 і 
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, тобто коли 
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Якщо ж 
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, то всі три рівняння початкової системи набувають вигляду 
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3. Див. розв’язання задачі № 8 (08) молодша ліга.

4. (14) Відповідь: рівність має місце лише для трикутника з гострими кутами 
[image: image175.wmf]15
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 та 
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Розв’язання. Здійснимо серію рівносильних переходів. Спершу поділимо обидві частини заданої нерівності на 
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 та перепишемо її таким чином:
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Позначмо гострий кут трикутника, що лежить навпроти катета b, через 
[image: image180.wmf]b

. Тепер ми можемо, врахувавши, що 
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, переписати нерівність у тригонометричній формі:
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Оскільки 
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, а 
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, можемо переписати цю ж нерівність у такий спосіб:
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Якщо, нарешті, позначити 
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 через t, 
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, то нерівність набуває вигляду
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Помітивши, що одним із коренів рівняння 
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, можна розкласти цей вираз на множники:
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Оскільки 
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, така нерівність справджується, причому рівність досягається тоді й лише тоді, коли 
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 чи 
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, тобто гострі кути трикутника складають 
[image: image203.wmf]15
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5. Див. розв’язання задачі № 7 (11) середня ліга.

6. (15) Розв’язання. Двічі застосуймо задану в умові нерівність до суми 
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Аналогічно дістанемо такі нерівності:
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Додамо одержані нерівності і дістанемо таку, з якої очевидним чином випливає потрібна:
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7. (16) Відповідь: 12.
Розв’язання. Кожного разу Петрик може записати на дошці одне з чисел 2, 3, …, 12. Якщо б він завжди записував двійки, гра тривала би 12 ходів. Справді, остачі від ділення на 13 степенів двійки, починаючи з першого, такі: 2, 4, 8, 3, 6, 12, 11, 9, 5, 10, 7, 1. Таким чином, без 12 двійок Петрик не зміг би дістати добутку, що в разі ділення на 13 дає остачу 1.

Покажімо, з іншого боку, що 12 підкидань хлопцю завжди вистачить. Нехай це не так і є певна послідовність із 12 чисел, що не задовольняє умови. Хай 
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 — число, яке записав Петрик після i-го підкидання. Позначмо також через 
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 добуток перших i записаних хлопцем чисел: 
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 (при цьому 
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). Якщо після 12-го підкидання жоден із добутків 
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 не дає остачі 1 від ділення на 13, то кожне з цих чисел може давати від ділення на 13 лише одну з 11 різних остач: 2, 3, …, 12 (остача 0 неможлива, оскільки 13 — просте, а всі записані на дошці числа менші від нього). Тож принаймні два числа з набору 
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 дають однакові остачі; нехай це 
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. Оскільки жодне з чисел 
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 не ділиться на 13, на це число мусить ділитися множник 
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. Тоді добуток чисел 
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, записаних на дошці, дає в разі ділення на 13 остачу 1. Згідно зі зробленим припущенням, такого бути не могло. Суперечність.
8. Див. розв’язання задачі № 8 (12) середня ліга.
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