
Òðåíóâàëüíi çáîðè äëÿ ãðóïè ðåçåðâó. Ãåîìåòðiÿ

Äàíèëî Õiëüêî dkhilko@ukr.net

Ëèñòîïàä-ãðóäåíü 2015

1 Íàâêîëî äîäàòêîâèõ ïîáóäîâ

1. Äàíî òðè íåêîëiíåàðíi òî÷êè P,A,B. Òî÷êà Q òàêà, ùî ∠APQ = 90◦ i PQ = BQ. Äîâåäiòü, ùî
∠AQB − ∠PQA = 2∠APB.

2. Òî÷êè M and N âèáðàíi íà áiñåêòðèñi AL òðèêóòíèêà ABC òàê, ùî ∠ABM = ∠ACN = α.
X � òî÷êà âñåðåäèíi òðèêóòíèêà òàêà, ùî BX = CX òà ∠BXC = 2∠BML. Äîâåäiòü, ùî
∠MXN = 2α.

3. Â òðèêóòíèêó ABC ∠A = 120◦. Äîâåäiòü, ùî âiäñòàíü âiä öåíòðà îïèñàíîãî êîëà äî îðòîöåíòðà
ðiâíà AB + AC.

4. Â îïóêëîìó ÷îòèðèêóòíèêó ABCD AC ⊥ BD, ∠BCA = 10◦, ∠BDA = 20◦, ∠BAC = 40◦.
Çíàéäiòü ∠BDC.

5. Äàíî ðiâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê ABC (AB = BC) ç ∠ABC = 82◦. Íåõàé M � òàêà òî÷êà âñåðå-
äèíi òðèêóòíèêà, ùî AM = AB i ∠MAC = 11◦. Çíàéäiòü ∠MCB.

6. Â ðiâíîáåäðåíîìó òðèêóòíèêó ABC (AB = BC)íà áîêîâié ñòîðîíi BC âçÿòî òî÷êó M òàê, ùî
âiäðiçîê CM äîðiâíþ¹ çà äîâæèíîþ âèñîòi, ïðîâåäåíié äî öi¹¨ ñòîðîíè. Íà AB âiäìi÷åíî òî÷êó
K òàêó, ùî ∠KMC = 90◦. Çíàéäiòü ∠ACK.

7. Äàíî ðiâíîáåäðåíèé ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê ABC (∠A = 90◦). Òî÷êó M íà âiäðiçêó AC îáðàíî
äîâiëüíèì ÷èíîì. Íåõàé P,Q � îñíîâè ïåðïåíäèêóëÿðiâ ç A òà C íà ïðÿìó BM , âiäïîâiäíî.
Äîâåäiòü, ùî BP = PQ+QC.

8. Äàíî òðàïåöiþ ABCD, â ÿêié AB ‖ CD i AB = 2CD. Êîëî ç öåíòðîì â D i ðàäióñîì DA
ïåðåòèíà¹ ïåðïåíäèêóëÿð ïîáóäîâàíèé â òî÷öi C äî ïðÿìîú CD â òî÷êàõ P , Q. Äîâåäiòü, ùî
AP ⊥ BQ.

9. Òî÷êè E,F � ñåðåäèíà ñòîðií BC,CD êâàäðàòà ABCD. Ïðÿìi AE òà BF ïåðåòíàþòüñÿ â òî÷öi
P . Äîâåäiòü, ùî ∠PDA = ∠AED.

10. Äàíî ãîñòðîêóòíèé òðèêóòíèê ABC. ÍåõàéM � ñåðåäèíà ñòîðîíè AB, à T � ñåðåèíà ìåíøî¨ äó-
ãè BC îïèñàíîãî êîëà ABC. Òî÷êà K âñåðåäèíi òðèêóòíèêà ABC òàêà, ùîMATK ¹ ðiâíîáîêîþ
òðàïåöi¹þ, ïðè÷îìó AT ‖MK. Äîâåäiòü, ùî AK = KC.
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2 Íàâêîëî âïèñàíèõ ÷îòèðèêóòíèêiâ

1. Â ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC ïðîâåëè âèñîòè AA1, BB1, CC1. Äîâåäiòü, ùî ïðîåêöi¨ òî÷êè
A1 íà AB, AC, BB1 òà CC1 ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.

2. Òî÷êè M,N,K � ñåðåäèíè ñòîðií BC,AC,AB òðèêóòíèêà ABC âiäïîâiäíî. Íåõàé ωB òà ωC �
äâà ïiâêîëà, ïîáóäîâàíi íà AC òà AB ÿê íà äiàìåòðàõ ïîçà òðèêóòíèêîì. Ïðÿìi MK òà MN
ïåðåòèíàþòü ωC òà ωB â òî÷êàõ X òà Y âiäïîâiäíî. Íåõàé òî÷êà Z � ïåðåòèí äîòè÷íèõ äî ωC

òà ωB â òî÷êàõ X òà Y âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü, ùî AZ ⊥ BC.

3. Äàíî òðèêóòíèê ABC. Éîãî âïèñàíå êîëî äîòèêà¹òüñÿ ñòîðií AB, BC â òî÷êàõ C0, A0. Äîâå-
äiòü, ùî ïðÿìà A0C0, áiñåêòðèñà êóòà A i ñåðåäíÿ ëiíiÿ òðèêóòíèêà, ÿêà ¹ ïàðàëåëüíîþ äî AB,
ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

4. Â òðèêóòíèêó ABC AA1 i BB1 � âèñîòè. Íà ñòîðîíi AB âèáðàíî òî÷êèM i K òàê, ùî B1K ‖ BC
i A1M ‖ AC. Äîâåäiòü, ùî ∠AA1K = ∠BB1M .

5. Â òðàïåöi¨ ABCD AB = BC = CD, CH � âèñîòà. Äîâåäiòü, ùî ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåíèé ç
H íà AC, ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíó BD.

6. Â ðiâíi êóòè X1OY òà Y OX2 âïèñàíî êîëà ω1 i ω2, ÿêi äîòèêàþòüñÿ ñòîðií OX1 òà OX2 â òî÷êàõ
A1 i A2 âiäïîâiäíî, à ñòîðîíè OY � â òî÷êàõ B1 i B2. Òî÷êà C1 � äðóãà òî÷êà ïåðåòèíó A1B2 i
ω1, à òî÷êà C2 � äðóãà òî÷êà ïåðåòèíó A2B1 i ω2. Äîâåäiòü, ùî C1C2 � ñïiëüíà äîòè÷íà êië.

7. Íåõàé I � öåíòð âïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC. Îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà BIC ïåðåòèíà¹
ïðÿìi AB i AC â òî÷êàõ E òà F âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìà EF äîòèêà¹òüñÿ êîëà, ÿêå
âïèñàíå â òðèêóòíèê ABC.

8. Íåõàé X, Y, Z � ñåðåäèíè äóã BC,CA,AB îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC âiäïîâiäíî. M �
äîâiëüíà òî÷êà íà BC, ïðÿìi, ùî ïðîâåäåíî ÷åðåç M ïàðàëåëüíî âíóòðiøíiì áiñåêòðèñàì êó-
òiâ ∠B, ∠C ïåðåòèíàþòü çîâíiøíi áiñåêòðèñè êóòiâ ∠C, ∠B â N,P âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü, ùî
XM,Y N,ZP ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

9. Êîëà S1 òà S2 ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷êàõ P òà Q. Ðiçíi òî÷êè A1 òà B1 (ÿêi íå ñïiâïàäàþòü ç P
àáî Q) âèáèðàþòüñÿ íà S1. Ïðÿìi A1P òà B1P ïåðåòèíàþòü S2 âäðóãå â A2 òà B2 âiäïîâiäíî, à
ïðÿìi A1B1 òà A2B2 ïåðåòèíàþòüñÿ â C. Äîâåäiòü, ùî çà áóäü-ÿêîãî ïîëîæåííÿ A1 òà B1 öåíòðè
îïèñàíèõ êië òðèêóòíèêiâ A1A2C ëåæàòü íà ôiêñîâàíîìó êîëi.

10. Äàíî ðiâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê ABC (AC = BC) ç iíöåíòðîì I. Íà îïèñàíîìó êîëi òðèêóòíèêà
AIB âçÿòî äîâiëüíó òî÷êó P . Ïðÿìi, ïðîâåäåíi ÷åðåç P ïàðàëåëüíî CA òà CB, ïåðåòèíàþòü AB
â D òà E âiäïîâiäíî. Ïðÿìà, ïðîâåäåíà ÷åðåç P ïàðàëåëüíî AB ïåðåòèíà¹ CA òà CB â F òà G
âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi DF òà EG ïåðåòèíàþòüñÿ íà öåíòði îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà
ABC.
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3 Ñòåïiíü òî÷êè òà ðàäèêàëüíi îñi

1. Äàíî ãîñòðîêóòíèé òðèêóòíèê ABC. Òî÷êè D òà E âçÿòî íà ñòîðîíàõ AC òà BC âiäïîâiäíî òàê,
ùî òî÷êè A,B,D, òà E ëåæàòü íà îäíîìó êîëi. Íåõàé îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà DEC ïåðåòèíà¹
ñòîðîíó AB â äâîõ òî÷êàõ X òà Y . Äîâåäiòü, ùî ñåðåäèíà XY ¹ îñíîâîþ ïåðïåíäèêóëÿðó ç C
íà AB.

2. Íà ìåäiàíàõ AA0 òà BB0 ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC ïîáóäîâàíî äóãè îäíàêîâî¨ ãðàäóñíî¨
ìiðè â ñòîðîíó âåðøèíè C. Äîâåäiòü, ùî ñïiëüíà õîðäà êië, ÿêi ìiñòÿòü öi äóãè, ìiñòèòü òî÷êó
C.

3. Âïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ABC äîòèêà¹òüñÿ ñòîðií AB, BC, CA â òî÷êàõ C0, A0, B0. Íà ïëîùèíi
âçÿòà òî÷êà P . Íåõàé X � òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìî¨ AB òà ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðó äî C0X.
Òî÷êè Y , Z âèçíà÷åíi àíàëîãi÷íî. Äîâåäiòü, ùî X, Y, Z êîëiíåàðíi.

4. Äàíî íåðiâíîáîêó òðàïåöiþ ABCD (AB ‖ CD). Êîëî, ÿêå ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A òà B, ïåðå-
òèíà¹ áîêîâi ñòîðîíè òðàïåöi¨ â òî÷êàõ P , Q, à äiàãîíàëi � â òî÷êàõ M i N . Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi
PQ, MN , CD ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

5. Â ãîñòðîêóòíîìó òðåóãîëüíèêó ABC O � öåíòð îïèñàíîãî êîëà, A1, B1, C1 � îñíîâè âèñîò. Íà
ïðÿìèõ OA1, OB1, OC1 çíàéøëè òàêi òî÷êè A′, B′, C ′ âiäïîâiäíî, ùî ÷îòèðèêóòíèêè AOBC ′,
BOCA′, COAB′ âïèñàíi. Äîâåäiòü, ùî êîëà, îïèñàíi íàâêîëî òðèêóòíèêiâ AA1A

′, BB1B
′, CC1C

′

ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó.

6. Â ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC ïðîâåäåíà âèñîòà AH. Òî÷êè X òà Y íà ñòîðîíàõ AB òà AC
âiäïîâiäíî òàêi, ùî AXHY ïàðàëåëîãðàì. Ïðÿìi XY òà BC ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi D. Äîâåäiòü,
ùî DB ·DC = DH2.
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