
Homework 2012. Masters

Problem 1. Çíàéäiòü íàéáiëüøå ìîæëèâå íàòóðàëüíå ÷èñëî n äëÿ ÿêîãî êëiò÷àñòó
äîøêó ðîçìiðó (n+ 1)× (n− 1) ìîæíà ðîçôàðáóâàòè â òðè êîëüîðè (êîæíà êëiòèíêà
ôàðáó¹òüñÿ â îäèí iç òðüîõ êîëüîðiâ) òàêèì ÷èíîì, ùîá íå iñíóâàëî æîäíî¨ ÷åòâiðêè
îäíàêîâî ïîôàðáîâàíèõ êëiòèíîê, êîòði áóëè á êóòîâèìè äëÿ ïðÿìîêóòíèêà çi ñòîðî-
íàìè, ïàðàëåëüíèìè ëiíiÿì ñiòêè.
Problem 2. Íåõàé M = (−∞, 0)∪ (0,∞). Çíàéäiòü óñi ôóíêöi¨ f : M → M òàêi, ùî

äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ x ̸= 0, y ̸= 0, òàêèõ ùî x2 + y ̸= 0 âèêîíàíî

f(x2 + y) = (f(x))2 +
f(xy)

f(x)
.

Problem 3. Â ãðàôå ñ 4k âåðøèíàìè 3k ðåáåð. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ 2k åãî
âåðøèí íàéäóòñÿ äâå, ñîåäèíåííûå ðåáðîì. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû ãðàôà ìîæíî
ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû ïî 2k âåðøèí â êàæäîé òàê, ÷òî íèêàêèå äâå âåðøèíû èç
ðàçíûõ ãðóïï íå ñîåäèíåíû ðåáðîì.
Problem 4. Äîâåäiòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ìíîãî÷ëåí

P (x) = (x2 + x)2
n

+ 1

íå ìîæå áóòè ïîäàíî ó âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ (íå òîòîæíèõ êîíñòàíò) ç
öiëèìè êîåôiöiåíòàìè.
Problem 5. Äàíî ãðóïó ç n > 4 ëþäåé, ñåðåä ÿêèõ ¹ çíàéîìi (ÿêùî A çíàéîìèé

ç B, òî B çíàéîìèé ç A). Êîæíi òðî¹ ëþäåé, ùî çíàéîìi îäèí ç îäíèì, ìàþòü äëÿ
ñâî¹¨ òðiéêè ñïiëüíèé ñèãíàë (i íiÿêèì iíøèì ÷èíîì ñèãíàëè íå îòðèìóþòüñÿ). Âñi
öi ñèãíàëè ¹ ðiçíèìè (ÿêùî òðiéêà çíàéîìèõ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä iíøî¨ òðiéêè çíàéîìèõ
õî÷à á îäíîþ ëþäèíîþ, òî ñèãíàëè öèõ òðiéîê ðiçíi). Çàãàëüíà êiëüêiñòü ñèãíàëiâ ðiâíà
m > 1. Âiäîìî, ùî ó áóäü-ÿêié ÷åòâiðöi ëþäåé, â ÿêié äåÿêà òðiéêà ìà¹ ñïiëüíèé ñèãíàë,
÷åòâåðòà ëþäèíà ìà¹ ñïiëüíèé ñèãíàë íå áiëüøå, íiæ ç îäíi¹þ îñîáîþ ç âêàçàíî¨ òðiéêè.
Äîâåñòè, ùî iñíó¹ òðiéêà ëþäåé çi ñïiëüíèì ñèãíàëîì, òàêà, ùî êiëüêiñòü îñiá, ùî

íå ìàþòü ñïiëüíèõ ñèãíàëiâ íi ç êèì ç äàííî¨ òðiéêè ¹ ìåíøîþ àáî ðiâíîþ[
n+ 3− 18m

n

]
.

Problem 6. Çÿñóâàòè, ÷è iñíóþòü öiëi ÷èñëà j, k, l,m, n, êîæíå ç ÿêèõ áiëüøå çà
10100 òàêi, ùî

j2 + k2 + l2 +m2 + n2 = jklmn− 12.

Problem 7. Íàéòè âñå ïðÿìîóãîëüíèêè a× b, êîòîðûå ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïîëîñêè
(ò.å. ïðÿìîóãîëüíèêè ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëåëüíûìè ñòîðîíàì èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëü-
íèêà), ïðè÷åì â êàæäîé ïîëîñêå îäíà èç ñòîðîí ðàâíà 1.
Problem 8. Ìîæíî ëè ñåìèóãîëüíèê (õîòÿ áû êàêîé-òî) ðàçðåçàòü íà âûïóêëûå

øåñòèóãîëüíèêè ?
Problem 9. ×èñëà m,n íàòóðàëüíûå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî

(5m)!(5n!)

m!n!(3m+ n)!(3n+m)!
1



2

öåëîå.
Problem 10. Íàéòè âñå íàòóðàëüíûå x, a, b òàêèå, ÷òî xa+b = abb.
Problem 11. Ìíîæåñòâî B öåëûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòíûì áàçèñîì äëÿ ìíî-

æåñòâà {1, 2, . . . , n} åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî d ∈ {1, 2, . . . , n} ñóùåñòâóþò b, b′ ∈ B
òàêèå, ÷òî d = b − b′. Îáîçíà÷èì k = k(n) íàèìåíüøåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ðàçíîñòíîãî
áàçèñà äëÿ {1, 2, . . . , n}. Äîêàæèòå, ÷òî

k2 > (1 +
2

3π
)(2n+ 1).

Problem 12. Ïóñòü a1, . . . , an �íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì âñå ñóììû âèäà ai1 +
. . . + aik (i1 < . . . < ik) ðàçëè÷íû, ò.å.

∑
i∈I ai ̸=

∑
i∈J ai äëÿ I ̸= J ⊂ {1, 2, . . . , n}.

Äîêàæèòå, ÷òî
∑n

i=1 1/ai < 2.
Problem 13. Ïóñòü λa, λb, λc �ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, O� òî÷êà âíóòðè òðåóãîëü-

íèêà ABC. Ïóñòü P � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç O íà ïðÿìóþ BC, Q� îñíîâàíèå
ïåðïåíäèêóëÿðà èç O íà ïðÿìóþ AC, R� îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç O íà AB.
Äîêàæèòå, ÷òî

λaOA+ λbOB + λcOC > 2(
√

λbλcOP +
√

λaλcOQ+
√

λaλbOR).

Problem 14. Ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íîå ñëîâî èç äâóõ áóêâ (íàïðèìåð, 0,1), â
êîòîðîì íåòó áëîêà, âñòðå÷àþùåãîñÿ òðè ðàçà ïîäðÿä ? (ò.å. ïîäñëîâà âèäà www, ãäå
w�íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ. Íàïðèìåð, 010010010� áëîê 010 âñòðå÷àåòñÿ
òðè ðàçà ïîäðÿä).
Problem 15. Ïóñòü ìíîæåñòâî S ⊂ N ñîñòîèò èç 2k + 1 > 3 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ðàññìîòðèì âñå ñóììû a+b, a, b ∈ S, è äëÿ êàæäîé òàêîé ñóììû âûïèøåì å¼ ïðîñòûå
äåëèòåëè. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè âûïèñàíûõ ÷èñåë íå ìåíåå k + 1 ðàçëè÷íûõ.


