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8 клас

1. (Рубльов Богдан) Знайдiть усi пари цiлих чисел (x, y), що задовольняють рiвнiсть:∣∣∣x+
∣∣x+ |x|

∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∣| − y| − y∣∣− y∣∣∣ = 2011.

Вiдповiдь: x = −1, y = 2011 та x = −2011, y = 1.
Розв’язання. Оскiльки число 2011 – просте, то кожний з множникiв у лiвiй частинi

рiвняння повинен дорiвнювати або 1, або 2011.
При x ≥ 0 перший множник дорiвнює 3x, тому розв’язкiв немає. Аналогiчно, при y ≤ 0

другий множник дорiвнює −3y, i також розв’язкiв немає.
Нехай тепер x < 0 та y > 0, тодi:∣∣∣x+
∣∣x+ |x|

∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∣| − y| − y∣∣− y∣∣∣ =
∣∣x+ |x− x|

∣∣ · ∣∣|y − y| − y∣∣ = |x| · | − y| = −xy = 2011.

Вже звiдси з простоти числа 2011 знаходимо наведенi вiдповiдi.

2. (Рожкова Марiя) У трикутнику ABC кут A вдвiчi бiльший вiд кута B, CD –
бiсектриса кута C. Доведiть, що BC = AC + AD.

Розв’язання. Побудуємо пряму AE, яка перпендикулярна
до прямої CD (точка E належить сторонi BC). Тодi 4ACE
рiвнобедрений (бiсектриса кута C є водночас висотою три-
кутника) (рис.1). Тому AC = CE. 4ADE рiвнобедрений, бо
пряма CD перпендикулярна до AE i дiлить сторону AE нав-
пiл (висота є медiаною). Маємо:

AD = DE. (1)

Нехай ∠B = α, ∠A = 2α, ∠C = 180◦−3α. Тодi маємо, що ∠ADC = α+90◦− 3α
2

= 90◦−α
2
.

Тодi ∠ADE = 180◦ − α, отже ∠EDB = α = ∠B, тому 4DEB рiвнобедрений, звiдки

BE = DE. (2)

З (1) i (2) випливає, що AD = BE. Остаточно маємо, що
BC = CE +BE = AC + AD.

3. (Сенiн Вiталiй) Для попарно рiзних натуральних чисел
a, b, c, d число ab+ cd дiлиться нацiло на число ac+ bd. Дове-
дiть, що число ac+ bd складене.
Розв’язання. Методом вiд супротивного. Припустимо, що
число (ac + bd) – просте. Тодi (ac + bd) | (ab + cd) ⇒ (ac +
bd) | (ac+bd+ab+cd) = (a+d)(b+c), тому (ac+bd) | (a+d) або
(ac+bd) | (b+c). Але при рiзних числах a, b, c, d це неможливо,
оскiльки (ac + bd) > (a + d) та (ac + bd) > (b + c). Одержана
суперечнiсть завершує доведення.
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4. (Чорний Максим) З квадрата розмiром 2011 × 2011 вирi-
зали одну кутову клiтинку. Чи можна фiгуру, що утворилась,
розрiзати вздовж лiнiй сiтки на квадрати, кiлькiсть яких не пе-
ревищує 120?
Вiдповiдь: так.
Розв’язання. Будемо позначати a → x, якщо квадрат a × a,
з якого вирiзано одну кутову клiтинку, можна розрiзати на x
квадратiв уздовж лiнiй сiтки.
Очевидно, що 2→ 3. Також помiтимо, що 7→ 8 та 9→ 9 (рис.2
та 3):

Покажемо, що якщо a → x та b → y, то ab → x + y. Дiйсно, квадрат зi стороною ab i
вирiзаною клiтинкою можна розрiзати на квадрат зi стороною b i вирiзаною клiтинкою,
який розбивається на y квадратiв, та квадрат зi стороною ab, вiд кута якого вiдрiзано
квадрат зi стороною b.

Його можна розбити на x квадратiв, адже це той самий ква-
драт зi стороною a i вирiзаною клiтинкою, але збiльшений в
b разiв за стороною. Отже, квадрат зi стороною ab без клi-
тинки розбивається на x + y квадратiв. Звiдси ж випливає,
що якщо

a→ x ⇒ 2a→ x+ 3. (∗)

Покажемо, що якщо

a→ x ⇒ 2a− 1→ 2x+ 2. (∗∗)
Дiйсно, ”неповний” квадрат розбивається на 2 квадрати зi стороною a−1 та 2 ”неповнi”

квадрати зi стороною a (рис.4).
А тому: 7 → 8, 9 → 9, 63 → 17, 126 → 20, 252 → 23, 503 → 48, 1006 → 51, 2011 → 104.

Таким чином, користуючись (*) та (**), ми показали, що початкова фiгура розбивається
на 104 < 120 квадратiв.

9 клас

1. (Рубльов Богдан) Розв’язати рiвняння:[
|x|
]

=
∣∣[x]∣∣,

де [a] – це цiла частина числа a, тобто найбiльше цiле число, що не перевищує a.
Вiдповiдь: Усi невiд’ємнi та цiлi вiд’ємнi числа.
Розв’язання. Розглянемо 3 випадки.
1) x ≥ 0, тодi |x| = x, [x] ≥ 0, i тому

∣∣[x]∣∣ = [x] =
[
|x|
]
, тобто кожне невiд’ємне x є

розв’язком рiвняння.
2) x – цiле вiд’ємне, тодi [x] = x, [−x] = −x, |x| = −x, i знову виконується рiвнiсть[

|x|
]

= [−x] = −x = |x| =
∣∣[x]∣∣, тобто i цi значення є коренями рiвняння.

3) x – вiд’ємне, але не цiле, тодi |x| = −x,
[
|x|
]
< −x. З iншого боку, [x] < x < 0,∣∣[x]∣∣ > −x, тобто рiвнiсть не задовольняється.

2. (Рубльов Богдан) У опуклому 100-кутнику вiдмiтили усi його вершини, а також
декiлька точок усерединi цього багатокутника. Жоднi три з вiдмiчених точок не лежать на
однiй прямiй. Вiдмiченi точки з’єднали мiж собою таким чином, що багатокутник виявився
повнiстю розбитим на 2011 опуклих багатокутникiв. Доведiть, що принаймнi один iз цих
багатокутникiв має парну кiлькiсть сторiн.

Розв’язання. Обчислимо число N , яке складається з суми усiх чисел ej, де послiдов-
но додаються усi сторони кожного багатокутника. Тодi це число є парним, оскiльки воно

2



складається з числа 100, а також подвоєної кiлькостi усiх вiдрiзкiв, якi були проведенi все-
рединi заданого 100-кутника, оскiльки кожний такий вiдрiзок рахується двiчi. Але усього
доданкiв ej рiвно 2011 (непарна кiлькiсть), а тому якщо кожний з них непарний, то й сума
буде непарною, що суперечить парностi числа N . Тому припущення про непарнiсть усiх
доданкiв хибнe, що й завершує доведення.

3. (Петровський Дмитро) Для невiд’ємних чисел a, b, c, таких що a + b + c = 1,
доведiть нерiвнiсть:

√
1− a+

√
1− b+

√
1− c ≤

√
2
(√

ab+ bc+ ca+ 2
√
a2 + b2 + c2

)
.

Розв’язання. З нерiвностi Кошi–Буняковського для наборiв (
√
α,
√
β,
√
γ) та

(
√
αx,
√
βy,
√
γz) маємо:

(α
√
x+ β

√
y + γ

√
z) ≤

√
(α + β + γ)(αx+ βy + γz),

тому
a
√
a+ b+ b

√
b+ c+ c

√
c+ a ≤

≤
√

(a+ b+ c)(a2 + ab+ b2 + bc+ c2 + ca) ≤
√

2(a2 + b2 + c2),

аналогiчно,
b
√
a+ b+ c

√
b+ c+ a

√
c+ a ≤

√
2(a2 + b2 + c2),

i нарештi,
c
√
a+ b+ a

√
b+ c+ b

√
c+ a ≤

√
2(ab+ bc+ ca).

Залишається додати усi одержанi нерiвностi.

4. (Ясiнський В’ячеслав) На сторонах XY , Y Z та ZX трикутника XY Z позначили
вiдповiдно точки C, E та A. На вiдрiзках AX, CY та EZ вiдповiдно вiдмiтили точки B,
D та F таким чином, що BC ‖ AD, DE ‖ CF , AF ‖ BE. Чи може статися так, що прямi
XF , Y B i ZD перетнуться в однiй точцi?

Вiдповiдь: Нi, не може.
Розв’язання. Припустимо, що це можливо (рис.5). Нехай O – точка перетину прямих

XF , Y B i ZD, тодi за теоремою Чеви:
Y D

DX
· XB
BZ
· ZF
FY

= 1.

З iншого боку, використовуючи узагальнену
теорему Фалеса, одержуємо:

Y D

DX
=
Y D

CD
· CD
DX

=
Y E

EF
· CD
DX

,

XB

BZ
=
XB

AB
· AB
BZ

=
XC

CD
· AB
BZ

,

ZF

FY
=
ZF

FE
· FE
FY

=
ZA

AB
· FE
FY

.

Таким чином,

1 =
Y D

DX
· XB
BZ
· ZF
FY

=

(
Y E

EF
· CD
DX

)
·
(
XC

CD
· AB
BZ

)
·
(
ZA

AB
· FE
FY

)
=
Y E

Y F
· XC
XD

· ZA
ZB

< 1,

бо кожний iз дробiв Y E
Y F

, XC
XD

i ZA
ZB

менший за 1. Одержане протирiччя i доводить, що
прямi XF , Y B i ZD не перетинаються.
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10 клас

1. Лейфура Валентин Дiйснi числа x, y задовольняють умову:

x2 + 3xy + 4y2 ≤ 7

2
.

Доведiть, що x+ y ≤ 2.
Розв’язання. Позначимо через t = x + y, пiдставимо у задану нерiвнiсть x = t − y,

тодi ця нерiвнiсть набуває такого вигляду: (t− y)2 + 3(t− y)y + 4y2 − 7
2
≤ 0 або

2y2 + ty + t2 − 7

2
≤ 0.

Оскiльки ця квадратна нерiвнiсть повинна при-
ймати недодатнi значення, то дискримiнант вiд-
повiдного квадратного тричлена повинен бути
невiд’ємним, тобто

D = 28− 7t2 ≥ 0 ⇒ t2 ≤ 4.

Таким чином, найбiльше можливе значення для
t – це 2, таким чином t = x+ y ≤ 2, що й треба
було довести.

2. (Ясiнський В’ячеслав) Правильний три-
кутник зi стороною 7 подiлено на 49 малень-
ких правильних одиничних трикутничкiв так,
як показано на рис.6. Iз нього вирiзають уздовж
лiнiй сiтки паралелограми, одна сторона яких
дорiвнює 1, а друга дорiвнює 2.
Яку найбiльшу кiлькiсть таких паралелограмiв
можна вирiзати?
Вiдповiдь: 10.
Розв’язання. Розфарбуємо даний трикутник
у ”шаховому” порядку так, як це зроблено на
рис.7.

Оскiльки кожний вирiзаний паралелограм складається iз двох бiлих одиничних три-
кутничкiв, а їх всього 21 на даному трикутнику, то число усiх вирiзаних паралелограмiв
не перевищує 10.
Якщо їх буде вирiзано 11 або бiльше, то всьо-
го буде вирiзано 2 · 11 = 22 бiлих одиничних
трикутнички або бiльше, чого не може бути, бо
їх всього 21. Як саме можна вирiзати рiвно 10
потрiбних паралелограмiв, показано на рис. 8.

3. (Сенiн Вiталiй) Для натурального числа
N = pa1

1 p
a2
2 . . . pan

n , поданого у виглядi канонi-
чного розкладу (pi – простi та попарно рiзнi, ai
– натуральнi, 1 ≤ i ≤ n), уведемо позначення
T (N) = a1 + a2 + . . . + an. Для деяких попарно
рiзних натуральних чисел a, b, c, d число ab+ cd
дiлиться нацiло на число ac + bd. Доведiть, що
T (ab+ cd) ≥ 3.

Розв’язання. Вiд супротивного, припустимо, що T (ab+ cd) ≤ 2.
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Лема. Вiдомо, що (ac+bd)|(ab+cd) для попарно рiзних натуральних a, b, c, d. Тодi число
(ac+ bd) – складене.

Доведення леми. Нехай ac+ bd – просте. Тодi (ac+ bd)|(ab+ cd) ⇒ (ac+ bd)|(ab+ cd) +
(ac + bd) = (a + d)(b + c) ⇒ (ac + bd)|(a + d) або (ac + bd)|(b + c), але зрозумiло, що тут
дiльник бiльший вiд кожного iз нaведених кратних, тому це неможливо.

Лема доведена.
Таким чином, доведено, що T (ac+ bd) ≥ 2. Оскiльки (ac+ bd)|(ab+ cd), то T (ab+ cd) ≥

T (ac + bd) ≥ 2, тобто T (ab + cd) = T (ac + bd) = 2, але тодi цi числа повиннi збiгатися, бо
вони можуть мати вигляд або квадрата простого числа, або добутку двох простих чисел.
Таким чином, (ac+ bd) = (ab+ cd) ⇒ (a− d)(b− c) = 0, що суперечить тому, що усi числа
є попарно рiзними.

Одержана суперечнiсть завершує доведення.

4. (Безверхнєв Ярослав) Через точку F ,
що розташована поза колом k, провели до
цього кола дотичну FA та сiчну FB, яка пе-
ретинає k в точках B i C (C лежить мiж F
i B). Через точку C провели дотичну до ко-
ла k, яка перетнула вiдрiзок FA в точцi E.
Вiдрiзок FX – бiсектриса трикутника AFC.
Виявилось, що точки E,X та B лежать на
однiй прямiй. Доведiть, що добуток довжин
двох сторiн трикутника ABC дорiвнює ква-
драту довжини третьої сторони.
Розв’язання. Нижче доведемо, що вiдрiзок
BX – це симедiана 4ABC, за вiдомою вла-
стивiстю симедiани, яка також буде доведена
нижче, CX

AX
= CB2

AB2 , з властивостi бiсектриси
FX маємо, що CX

AX
= FC

FA
(рис.9).

Оскiльки 4AFC ∼ 4BFA за рiвними кутами
∠CAF = ∠FBA та спiльним кутом ∠CFA, то-
му FC

AF
= AC

AB
. Тепер використаємо усi цi одержа-

нi рiвностi.

AC

AB
=
FC

AF
=
CX

AX
=
CB2

AB2
,

звiдки й маємо шукане спiввiдношення:

AB · AC = CB2.

Симедiана – чевiана у трикутнику, вiдмiнна вiд
медiани, така що кут мiж симедiаною та бiсе-
ктрисою рiвний куту мiж бiсектрисою та медi-
аною, що проведенi з тiєї ж вершини.
Доведемо наведенi твердження про симедiану.

1) Нехай, як на рис.10, AS = s – симедiана, AL = l – бiсектриса, AM = m – медiана
4ABC, тодi ∠MAL = ∠LAS.

Розглянемо вiдношення площ трикутникiв ASC та AMB:

SAMB

SASC
=

1
2
mc sin ∠BAM
1
2
sb sin ∠SAC

=
cm

bs
,

оскiльки кути ∠BAM та ∠SAC рiвнi (рис.10).
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Розглянемо аналогiчно площi 4ASB та 4AMC i одержимо, що:
SAMC

SABS
=
bm

cs
.

Оскiльки SAMB = SAMC , бо АМ – медiана, pоздiлимо два
одержаних вiдношення i будемо мати, що

SABS
SASC

=
c2

b2
=
BS

SC
,

що й треба було довести.
2) Якщо до кола проведенi iз зовнiшньої точки F двi доти-
чнi FA та FC (рис.11), по iнший бiк вiд прямої AC вiдно-
сно точки F на колi вибрана точка B, тодi на прямiй BF
лежить симедiана 4ABC.
З’єднаємо центр колаO та точку дотику C, тодi з прямоку-
тного4FOC маємо рiвнiсть OM ·OF = OC2 = R2 = OB2.
Звiдси маємо рiвнiсть:

OM

OB
=
OB

OF
.

Тепер розглянемо трикутники BOM та FOB. Вони мають спiльний кут та прилеглi
пропорцiйнi сторони, тому 4BOM ∼ 4BOF . Позначимо

k =
OM

OB
=
OB

OF
=
BM

BF
,

тодi OB = kOF , OM = kOB = k2OF , звiдки (рис.11)

DM

DF
=
BO −OM
OF −OB

=
kOF − k2OF

OF − kOF
= k =

BM

BF
,

що й доводить з властивостi бiсектриси, що BD – бiсектриса ∠FBM . Тому кут мiж BF
та бiсектрисою BD рiвний куту мiж бiсектрисою BD та медiаною BM , що й визначає
симедiану.

Альтернативне розв’язання. Розглянемо трикутнник ACF . Точки E, X, B ле-
жать на однiй прямiй, тому за теоремою Менелая

AE

EF
· FB
BC
· CX
XA

= 1. (1)

Оскiльки FX – бiсектриса кута AFC, то CX
XA

= CF
FA

. EA = EC, як дотичнi, проведенi
до кола з однiєї точки, а BF = AF 2

FC
з теореми про квадрат дотичної, тому (1) можемо

переписати у виглядi
EC

EF
· AF
BC

= 1. (2)

Оскiльки ∠ECA = ∠CBA, то ∠FCE = π−∠ECA−∠ACB = π−∠CBA−∠ACB = ∠CAB,
i за теоремою синусiв для трикутника CEF отримуємо

EC

sin ∠AFB
=

EF

sin ∠FCE
=

EF

sin ∠CAB
, (3)

з iншого боку, за теоремою синусiв для трикутника AFB

AF

sin ∠FBA
=

AB

sin ∠AFB
. (4)

6



Використаємо (2), (3) i (4) разом, i, скориставшись теоремою синусiв для трикутника ABC,
отримуємо, що

AB

BC
=
EF sin ∠AFB
EC sin ∠FBA

=
sin ∠CAB
sin ∠CBA

=
BC

AC
,

звiдки випливає, що сторони трикутника ABC утворюють геометричну прогресiю.

11 клас

1. (Ясiнський В’ячеслав) Розв’язати рiвняння:

cosπx =

[
x

2
−
[x
2

]
− 1

2

]
.

Тут через [a] позначено цiлу частину числа a, тобто найбiльше цiле число, яке не
перевищує a.

Вiдповiдь: x = 3
2

+ 2n, де n ∈ Z.
Розв’язання. Скористаємося формулою для дробової частини числа: {a} = a − [a].

Дiстанемо:

cosπx =

[{x
2

}
− 1

2

]
.

Оскiльки, за основною властивiстю дробової частини, для будь-якого дiйсного x вико-
нується подвiйна нерiвнiсть 0 ≤

{
x
2

}
< 1, то розглянемо такi два випадки.

1) Нехай 0 ≤
{
x
2

}
< 1

2
, тодi −1

2
≤
{
x
2

}
− 1

2
< 0, тобто

[{
x
2

}
− 1

2

]
= −1. Тому у цьому

випадку cos πx = −1. Звiдки знаходимо, що x = 1 + 2k, k ∈ Z. При таких значеннях x
маємо:

{
x
2

}
=
{

1
2

+ k
}

= 1
2
, що суперечить припущенню. Отже, в цьому випадку дане

рiвняння розв’язкiв немає.
2) Нехай 1

2
≤
{
x
2

}
< 1, тодi 0 ≤

{
x
2

}
− 1

2
< 1

2
, тобто

[{
x
2

}
− 1

2

]
= 0. Тому у цьому

випадку cos πx = 0. Звiдки знаходимо, що x = 1
2
+ k, k ∈ Z. При таких значеннях x маємо:{x

2

}
=

{
1

4
+
k

2

}
=

{
1
4
, k = 2n,

3
4
, k = 2n+ 1.

Для випадку, що розглядається, пiдходить k = 1 + 2n, де n ∈ Z. Тому, x = 3
2

+ 2n, де
n ∈ Z, – це усi розв’язки даного рiвняння.

2. (Задача № 2 за 10-й клас)

3. (Веклич Богдан) Натуральнi числа a, b, c, d задовольняють умову:

0 < |ad− bc| < min{c, d}.

x, y – взаємно простi натуральнi числа, бiльшi вiд 1. Доведiть, що число xa+yb не дiлиться
на число xc + yd.

Розв’язання. Доведемо методом вiд супротивного, позначимо через s суму xc + yd.
Припустимо, що (xa + yb)

... s, тодi xa ≡ −yb (mod s), крiм того, за побудовою xc ≡ −yd
(mod s). Звiдси випливає, що xad ≡ (−1)dybd (mod s) та xbc ≡ (−1)bybd (mod s), тому
(−1)dxad ≡ ybd ≡ (−1)bxbc (mod s) ⇒ xad ≡ (−1)b−dxbc (mod s). Очевидно, що x взаємно
просте з s, тому скоротимо останню конгруенцiю на x в степенi min{ad, bc} i одержимо, що
x|ad−bc| ≡ (−1)b−d (mod s). Повнiстю аналогiчно одержимо, що y|ad−bc| ≡ (−1)a−c (mod s).

Тому y|ad−bc| − x|ad−bc| ... s або y|ad−bc| + x|ad−bc|
... s.

З умов задачi ми маємо, що 0 < |ad− bc| < min{c, d}. Але тодi ми маємо, що∣∣y|ad−bc| − x|ad−bc|∣∣ < y|ad−bc| + x|ad−bc| < yd + xc = s.
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Але тодi сума чи рiзниця
∣∣y|ad−bc| ± x|ad−bc|∣∣ може дiлитись на s лише у випадку, якщо це

рiзниця i вона дорiвнює нулю. Але це суперечить умовi взаємної простоти x та y.
Твердження доведене.

4. (Ясiнський В’ячеслав) Дано трапецiю ABCD з основами AD i BC. На бiчнiй
сторонi CD довiльно вiдмiтили точку F , E – точка перетину прямих AF i BD. На бiчнiй
сторонi AB вiдмiтили точку G так, що EG ‖ AD. Позначимо через H точку перетину
прямих CG i BD, через I – точку перетину прямих FH i AB. Доведiть, що прямi CI, FG
i AD перетинаються в однiй точцi.

Розв’язання. Не порушуючи загальностi, бу-
демо вважати, що BC < AD. Нехай S – точка
перетину прямих AB i CD, а T – точка пере-
тину прямих AF i DG. Спочатку доведемо, що
точки S, H, T – колiнеарнi. Для цього засто-
суємо теорему Менелая для трикутника ABE
i трьох точок S, H, T , якi лежать на прямих,
що мiстять його сторони: точки S, H, T , будуть
колiнеарними тодi i тiльки тодi, коли

AT

TE
· EH
HB

· BS
SA

= 1.

Оскiльки EG ‖ AD, GE ‖ BC та AD ‖ BC,

то 4ATD ∼ 4ETG, 4GHE ∼ 4CHB та 4ASD ∼ 4BSC. Звiдки випливає, що

AT

TE
=
AD

GE
,

EH

BH
=
GE

BC
,

BS

SA
=
BC

AD
.

Отже,

AT

TE
· EH
HB

· BS
SA

=
AD

GE
· GE
BC
· BC
AD

= 1,

що i доводить колiнеарнiсть точок S, H, T .
Далi, розглянемо два трикутники AFI i DGC. Їхнi вiдповiднi сторони перетинаються

в точках IF ∩ CG = H, FA ∩ GD = T , AI ∩ CD = S, якi колiнеарнi. Тому, за теоремою
Дезарга, прямi CI, FG i AD, що проходять через вiдповiднi вершини цих трикутникiв,
перетинаються в однiй точцi.

8



Ìiíiñòåðñòâî îñâiòè i íàóêè, ìîëîäi òà ñïîðòó

Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

LI Âñåóêðà¨íñüêà îëiìïiàäà 2010�2011 ðîêiâ
Óìîâè òà ðîçâ'ÿçêè ïî óñiõ êëàñàõ

Äðóãèé äåíü

8 êëàñ

5. (Ðóáëüîâ Áîãäàí) Ðîçâ'ÿæiòü íåðiâíiñòü:

max{|x| − 1, x2 − 1} ≤ min{x2 − 1, 1− |x|},

äå max{a, b} =
{
a, a ≥ b,
b, a < b,

òà min{a, b} =
{
b, a ≥ b,
a, a < b.

Âiäïîâiäü: x = 0, x = 1 òà x = −1.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çðîçóìiëî, ùî:

max{|x| − 1, x2 − 1} ≥ x2 − 1 ≥ min{x2 − 1, 1− |x|},

òîìó âèêîíàííÿ óìîâ çàäà÷i ìîæëèâå, ëèøå ÿêùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

max{|x| − 1, x2 − 1} = x2 − 1 = min{x2 − 1, 1− |x|},

à öå ñâî¹þ ÷åðãîþ ìà¹ ìiñöå çà òàêèõ óìîâ:

|x| − 1 ≤ x2 − 1 ≤ 1− |x|.

Òàêèì ÷èíîì, 1− |x| ≥ |x| − 1, çâiäêè |x| ≤ 1.
Ïðè òàêèõ, çíà÷åííÿõ x ïîâèííà òàêîæ âèêîíóâàòèñü
íåðiâíiñòü: |x| ≤ |x|2 = |x|·|x|, a, ç óðàõóâàííÿì óìîâè
|x| ≤ 1, öå ìîæëèâå ëèøå ïðè |x| = 1 àáî |x| = 0,
òîáòî x = 1, x = 0 òà x = −1.
Ïåðåâiðêîþ ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî âîíè çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè çàäà÷i.
Òàêîæ íåâàæêî ðîçâ'ÿçàòè öþ çàäà÷ó ãðàôi÷íèì
ìåòîäîì (ðèñ.13). Òóò ïóíêòèðîì çîáðàæåíà ôóíêöiÿ
ç ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi, à ïóíêòèðîì ç êðàïêàìè
çîáðàæåíà ôóíêöiÿ ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi. Âîíè
ïåðåòèíàþòüñÿ ñàìå ïðè íàâåäåíèõ çíà÷åííÿõ x.

6. (Ðóáëüîâ Áîãäàí) Íàçâåìî íàòóðàëüíå ÷èñëî áëèçíþêîì, ÿêùî âîíî ìà¹ äâà
íàòóðàëüíèõ äiëüíèêè, ðiçíèöÿ ìiæ ÿêèìè äîðiâíþ¹ 2. Ç'ÿñóéòå, ÿêèõ ÷èñåë áiëüøå ñåðåä
ïåðøèõ 20112012 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë: áëèçíþêiâ ÷è òèõ, ùî íå ¹ áëèçíþêàìè.

Âiäïîâiäü: áëèçíþêiâ áiëüøå.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷èìî ÷èñëî 20112012 ÷åðåç M , ÷åðåç MK áóäåìî
ïîçíà÷àòè ìíîæèíó ÷èñåë, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü M òà êðàòíi ÷èñëó K, à ÷åðåç NK �
êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè MK , òîáòî NK = |MK |. Äîáðå âiäîìî, ùî NK =

[
M
K

]
.

Ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü áëèçíþêiâ iç ìíîæèíè ïåðøèõ M íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ÷åðåç N ,
òîäi N > N3 +N4 −N12, òîìó ùî óñi ÷èñëà ç ìíîæèí M3 òà M4 ¹ áëèçíþêàìè, áî ìàþòü
âiäïîâiäíî äiëüíèêè 1 i 3 òà 2 i 4. Ó ìíîæèíó M12 âõîäÿòü ñïiëüíi ÷èñëà ç öèõ ìíîæèí,
òîáòî òi, ÿêi â ñóìi N3 +N4 ïiäðàõîâàíi äâi÷i. Àëå ¹ ùå áàãàòî íå âðàõîâàíèõ áëèçíþêiâ,
íàïðèêëàä ÷èñëî 35 = 5 · 7 àáî 143 = 11 · 13 òà áàãàòî iíøèõ. Îñêiëüêè M êðàòíå 12, òî

N >
M

3
+
M

4
− M

12
=
M

2
,

1



çâiäêè é âèïëèâà¹, ùî ó äàíîìó âèïàäêó ÷èñåë-áëèçíþêiâ áiëüøå çà ïîëîâèíó âiä óñi¹¨
êiëüêîñòi ÷èñåë.

7. (Ìàéçëiø Î., Íàóìîâ Ì.) Íà ïðÿìié ðîçòàøîâàíî n ≥ 3 íiðîê. Â îäíié iç öèõ
íiðîê õîâà¹òüñÿ ìèøåíÿ Äæåðði. Ó êîòà Òîìà ¹ ìîæëèâiñòü çàñóíóòè ëàïó ó áóäü-ÿêó
íiðêó òà ïiéìàòè Äæåðði, ÿêùî âií õîâà¹òüñÿ ó öié íiðöi. Ìèøåíÿ ïiñëÿ êîæíî¨ ñïðîáè
Òîìà îáîâ'ÿçêîâî ïåðåáiãà¹ ó ñóñiäíþ ñïðàâà ÷è çëiâà íiðêó. ×è ìîæå Òîì ãàðàíòîâàíî
ñïiéìàòè Äæåðði?

Âiäïîâiäü: òàê, ìîæå.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Oçíà÷èìî �âiäñòàíü� ìiæ íiðêàìè i òà j ÿê i − j (âîíà ìîæå áóòè i
âiä'¹ìíîþ).

Ñïî÷àòêó Òîì ïîñëiäîâíî ïðîõîäèòü óñi íiðêè âiä ïåðøî¨ äî îñòàííüî¨. ßêùî ó ïî÷àòêîâèé
ìîìåíò, êîëè Òîì çàñîâó¹ ëàïó ó ïåðøó íiðêó, ìèøåíÿ ó íiðöi ç íåïàðíèì íîìåðîì, òî âií
ãàðàíòîâàíî ïðè òàêîìó ïðîõîäi óïiéìà¹ Äæåðði.

Äiéñíî, ó ïåðøèé ìîìåíò, êîëè Òîì çàëàçèòü ó ïåðøó íiðêó, i ÿêùî âií âiäðàçó éîãî
òàì íå óïiéìàâ, âiäñòàíü ìiæ íèìè äîðiâíþ¹ ïàðíîìó äîäàòíîìó ÷èñëó. ßêùî âií äiéäå äî
îñòàííüî¨ íiðêè i òàì íå ïiéìà¹ ìèøåíÿ, òî âiäñòàíü ìiæ ìèøåíÿì òà Òîìîì äîðiâíþâàòèìå
ïàðíîìó âiä'¹ìíîìó ÷èñëó. Îñêiëüêè ïðè êîæíîìó ïåðåáiãàííi Äæåðði òà ïåðåñóâàííi
Òîìà âiäñòàíü ìiæ Äæåðði òà Òîìîì àáî íå çìiíþ¹òüñÿ (ÿêùî âîíè ðóõàþòüñÿ â îäíîìó
íàïðÿìi), àáî çìiíþ¹òüñÿ íà 2 (ðóõàþòüñÿ ó ðiçíèõ íàïðÿìàõ), òî ãàðàíòîâàíî áóäå ìîìåíò,
êîëè âiäñòàíü ìiæ íèìè äîðiâíþâàòèìå íóëåâi. Ïåðåñêî÷èòè ç äîäàòíèõ ïàðíèõ äî âiä'¹ìíèõ
ïàðíèõ øëÿõîì äîäàâàííÿ òà âiäíiìàííÿ ÷èñëà 2, îìèíàþ÷è íóëü, íåìîæëèâî.

ßêùî êiò òà ìèøåíÿ ñïî÷àòêó ó íiðêàõ ðiçíèõ ïàðíîñòåé, òî ïî äîñÿãíåííi îñòàííüî¨
íiðêè Òîì ó íiðöi n, à ìèøåíÿ ó íiðöi iíøî¨ ïàðíîñòi. Òåïåð Òîì çíîâó õîäèòü ó íiðêó n,
à ìèøåíÿ ïåðåõîäèòü ó íiðêó îäíàêîâî¨ ïàðíîñòi ç ÷èñëîì n. Ïiñëÿ öüîãî êiò ðóõà¹òüñÿ
ó çâîðîòíîìó íàïðÿìi, ïîñëiäîâíî ïðîõîäÿ÷è óñi íiðêè âiä n äî 1. Òåïåð ó íèõ ïàðíîñòi
çáiãàþòüñÿ, à òîìó, ç âèùåîïèñàíèõ ìiðêóâàíü, â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó âiäñòàíü ìiæ íèìè
áóäå íóëüîâîþ.

8. (×îðíèé Ìàêñèì) Ó ïàðàëåëîãðàìi ABCD ∠ABC = 105◦. Âiäîìî, ùî âñåðåäèíi
öüîãî ïàðàëåëîãðàìa iñíó¹ òàêà òî÷êàM , ùî òðèêóòíèê BMC ðiâíîñòîðîííié òà ∠CMD =
135◦. Íåõàé òî÷êà K � ñåðåäèíà ñòîðîíè AB. Çíàéäiòü ãðàäóñíó ìiðó êóòà BKC.

Âiäïîâiäü: ∠BKC = 45◦.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îïóñòèìî ïåðïåíäèêóëÿð CL íà ïðÿìó
DM . Òîäi â 4MCL âiäîìi ∠MLC = 90◦, ∠LMC = 45◦,
òîìó ∠LCM = 45◦ i CL = 1√

2
CM . Îñêiëüêè ∠LCD = 60◦,

òî ç ïðÿìîêóòíîãî 4LCD çíàõîäèìî, ùî CD = 2CL =√
2CM .

AB = CD =
√
2CM =

√
2BM , îñêiëüêè ∠ABM = 45◦,

òî ç 4ABM çíàõîäèìî ∠BMA = 90◦. KM � ìåäiàíà
ïðÿìîãî êóòà 4ABM , òîìó KM = BK = AK. Òàêèì
÷èíîì, ÷îòèðèêóòíèê KBCM � äåëüòî¨ä, éîãî äiàãîíàëi
ïåðïåíäèêóëÿðíi i ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi O. Òîìó â
4BOK êóòè ∠BOK = 90◦ i ∠OBK = 45◦, òîìó ∠BKO =
45◦.

9 êëàñ

5. (Ðóáëüîâ Áîãäàí) Ðîçâ'ÿæiòü íåðiâíiñòü:

max{x2 + 3x+ 3, x2011 + x4 + x2 + x+ 1} ≤ min{1− x− x2, x2011 + x4 + x2 + x+ 1},

äå max{a, b} =
{
a, a ≥ b,
b, a < b,

òà min{a, b} =
{
b, a ≥ b,
a, a < b.
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Âiäïîâiäü: x = −1.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî äëÿ çðó÷íîñòi P (x) = x2011+x4+x2+x+1. Çðîçóìiëî, ùî:

max{x2 + 3x+ 3, P (x)} ≥ P (x) ≥ min{1− x− x2, P (x)},

òîìó âèêîíàííÿ óìîâ çàäà÷i ìîæëèâå, ëèøå ÿêùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

max{x2 + 3x+ 3, P (x)} = P (x) = min{1− x− x2, P (x)},

à öå ñâî¹þ ÷åðãîþ ìà¹ ìiñöå çà òàêèõ óìîâ:

x2 + 3x+ 3 ≤ P (x) ≤ 1− x− x2.

Òàêèì ÷èíîì, x2+3x+3 ≤ 1−x−x2, çâiäêè 2x2+4x+2 ≤ 0⇔ (x+1)2 ≤ 0⇔ x = −1. Òàêèì
÷èíîì, ¹äèíèì ìîæëèâèì ðîçâ'ÿçêîì ìîæå áóòè x = −1. Ïåðåâiðêîþ ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî
öå çíà÷åííÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó.

6. (Âåêëè÷ Áîãäàí) Ó òðèêóòíèêó ABC òî÷êàM � ñåðåäèíà ñòîðîíè BC, íà ñòîðîíi
AB âiäìiòèëè òî÷êó N òàê, ùî NB = 2AN . Âèÿâèëîñü, ùî ∠CAB = ∠CMN . ×îìó
äîðiâíþ¹ âiäíîøåííÿ AC

BC
?

Âiäïîâiäü: 1
2
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âiäêëàäåìî íà ïðîìåíi CA òî÷êó D òàêèì ÷èíîì,
ùîá CA = AD (ðèñ.15). Òîäi äëÿ 4BCD âiäðiçêè DM òà BA ¹
ìåäiàíàìè, òîìó â òî÷öi ïåðåòèíó T âîíè äiëÿòüñÿ ó âiäíîøåííi 2 : 1,
ÿêùî ðàõóâàòè âiä âåðøèíè. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî òî÷êè T òà N
çáiãàþòüñÿ. Òîäi ∠DAB = π −∠CAB = π −∠CMN = ∠DMB, òîìó
÷îòèðèêóòíèê BMAD � âïèñàíèé. Oñêiëüêè AM ‖ BD, ÿê ñåðåäíÿ
ëiíiÿ òðèêóòíèêà, òî ∠CDB = ∠CAM = ∠CBD, çâiäêè âèïëèâà¹,

ùî CD = CB, òîìó AC
BC

=
1
2
DC

DC
= 1

2
.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî óìîâà çàäà÷i ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-
ÿêîãî òðèêóòíèêà ç òàêèì âiäíîøåííÿì ñòîðií.

7. (Ðóáëüîâ Áîãäàí) ßêà íàéìåíøà êiëüêiñòü
êîëüîðiâ ïîòðiáíà äëÿ òîãî, ùîá çàôàðáóâàòè
êëiò÷àcòó äîøêó ðîçìiðîì 2011 × 2011 òàêèì
÷èíîì, ùîá êîæíi òðè êëiòèíêè íà äîøöi, ÿêi
óòâîðþþòü îäíó ç ôiãóðîê òðèìiíî (ïðÿìå òðèìiíî
àáî êóòîâå òðèìiíî) ó áóäü ÿêié îði¹íòàöi¨, áóëè
ïîôàðáîâàíi ó ðiçíèé êîëið? Êîæåí îäèíè÷íèé
êâàäðàòèê ôàðáó¹òüñÿ ïîâíiñòþ â îäèí êîëið.

Âiäïîâiäü: 5 êîëüîðiâ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî 5 êîëüîðiâ
äîñòàòíüî. Íà ðèñ.16, ïîêàçàíî, ÿê ìè ôàðáó¹ìî
äîøêó. Âèäiëåíèé êâàäðàò 5 × 5, ÿêèé ïîôàðáîâàíî
âiäïîâiäíèì ÷èíîì, à äàëi öåé êâàäðàò ïðîñòî
ïîâòîðþ¹òüñÿ ïîòðiáíó êiëüêiñòü ðàçiâ. Ëåãêî
çðîçóìiòè, ùî íàâåäåíå ðîçôàðáóâàííÿ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ìåíøî¨ êiëüêîñòi íå âèñòà÷èòü. Ïðèïóñòèìî, ùî
âèñòà÷èòü ìåíøå íiæ 5 êîëüîðiâ. Ó áóäü-ÿêîìó êâàäðàòi 2×2 óñi êëiòèíè
ïîâèííi áóòè ïîôàðáîâàíi ó ðiçíi êîëüîðè (ðèñ.17), òåïåð ïîäèâèìîñü, ó
ÿêèé êîëið ìîæíà ïîôàðáóâàòè êëiòèíè ç çiðî÷êîþ òà äâîìà çiðî÷êàìè.
Êëiòèíà ç çiðî÷êîþ ìîæå áóòè ïîôàðáîâàíà ëèøå ó êîëið �2�, òîäi
êëiòèíó ç äâîìà çiðî÷êàìè ìîæíà çàôàðáóâàòè ëèøå ó êîëið �1�. Àëå
òîäi êëiòèíó, ÿêà ïîçíà÷åíà ÿê �?�, íå ìîæíà áóäå çàôàðáóâàòè ó æîäåí
ç ÷îòèðüîõ êîëüîðiâ.
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8. (Ðóáëüîâ Áîãäàí) Íàçâåìî íàòóðàëüíå ÷èñëî áëèçíþêîì, ÿêùî ó íüîãî ¹ äâà
äiëüíèêè ç ìíîæèíè D, ðiçíèöÿ ìiæ ÿêèìè äîðiâíþ¹ 2. Ç'ÿñóéòå, ÿêèõ ÷èñåë áiëüøå ñåðåä
ïåðøèõ 20112012 ÷èñåë: áëèçíþêiâ ÷è òèõ, ùî íå ¹ áëèçíþêàìè, ÿêùî

à) D � ìíîæèíà óñiõ íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ ÷èñëà âiä 1 äî ñàìîãî ÷èñëà âêëþ÷íî;
á) D � ìíîæèíà óñiõ íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ ÷èñëà çà âèíÿòêîì 1 òà ñàìîãî ÷èñëà.

Âiäïîâiäü: à) áëèçíþêiâ áiëüøå; á) áiëüøå òèõ, ùî íå ¹ áëèçíþêàìè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷èìî ÷èñëî 20112012 ÷åðåç M , ÷åðåç MK áóäåìî
ïîçíà÷àòè ìíîæèíó ÷èñåë, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü M òà êðàòíi ÷èñëó K, à ÷åðåç NK �
êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè MK , òîáòî NK = |MK |. Äîáðå âiäîìî, ùî NK =

[
M
K

]
.

à) (Çàäà÷à � 6 çà 8-é êëàñ)
á) Ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü áëèçíþêiâ äëÿ öi¹¨ ìíîæèíè D ÷åðåç n, òîäi

n < N4 +N3·5 +N5·7 +N7·9 + . . . N(M−3)·(M−1),

îñêiëüêè òóò ïiäðàõîâàíi óñi ÷èñëà-áëèçíþêè, à äåÿêi íàâiòü äåêiëüêà ðàçiâ, íàïðèêëàä,
÷èñëî 945 = 3 · 5 · 7 · 9 ïiäðàõîâàíå âiäðàçó òðè÷i. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî, ùî

n <

[
M

4

]
+

[
M

3 · 5

]
+

[
M

5 · 7

]
+

[
M

7 · 9

]
+ . . .+

[
M

(M − 3) · (M − 1)

]
<

<
M

4
+

M

3 · 5
+

M

5 · 7
+

M

7 · 9
+ . . .+

M

(M − 3) · (M − 1)
=

=
M

4
+M ·

(
1

3 · 5
+

1

5 · 7
+

1

7 · 9
+ . . .+

1

(M − 3) · (M − 1)

)
=

=
M

4
+
M

2
·
(
5− 3

3 · 5
+

7− 5

5 · 7
+

9− 7

7 · 9
+ . . .+

(M − 1)− (M − 3)

(M − 3) · (M − 1)

)
=

=
M

4
+
M

2
·
(
1

3
− 1

5
+

1

5
− 1

7
+

1

7
− 1

9
+ . . .+

1

M − 3
− 1

M − 1

)
=

=
M

4
+
M

2
·
(
1

3
− 1

M − 1

)
<
M

4
+
M

6
=

5M

12
<
M

2
,

ùî äîâîäèòü, ùî ó öüîìó âèïàäêó ÷èñåë-áëèçíþêiâ ìåíøå çà ïîëîâèíó âiä óñiõ ÷èñåë.

10 êëàñ

5. (Ìèñàê Äàíèëî) Ðîçâ'ÿæiòü ó íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ (x, y) ðiâíÿííÿ

(x+ y)3 = (x− y − 6)2.

Âiäïîâiäü: x = 1, y = 3.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè ç ðiâíîñòi a3 = b2, a > 1, âèïëèâà¹, ùî |b| = a
3
2 > a, à òàêîæ

âðàõîâóþ÷è, ùî x − y − 6 < x + y, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî |x − y − 6| = y + 6 − x > x + y.
Çâiäñè x < 3, à îñêiëüêè x íàòóðàëüíå, òî àáî x = 1, àáî x = 2.

ßêùî x = 1, ìà¹ìî ðiâíÿííÿ (y+1)3 = (y+5)2. Ïiäñòàâëÿþ÷è y = 1, 2, 3, 4, îòðèìà¹ìî,
ùî ðiâíÿííÿ çàäîâîëüíÿ¹ ëèøå y = 3, à äëÿ y ≥ 5 ìà¹ìî: (y + 1)3 > y3 > 4y2 = (2y)2 ≥
(y + 5)2.

ßêùî x = 2, ìà¹ìî ðiâíÿííÿ (y + 2)3 = (y + 4)2. Ïiäñòàâëÿþ÷è y = 1, 2, 3, îòðèìà¹ìî,
ùî ðiâíÿííÿ íå çàäîâîëüíÿ¹ æîäíå ç öèõ çíà÷åíü, à äëÿ y ≥ 4 ìà¹ìî: (y+2)3 > y3 ≥ 4y2 =
(2y)2 ≥ (y + 4)2.

6. (Ðóáëüîâ Áîãäàí) Äâà ãðàâöi ïî ÷åðçi ðîçñòàâëÿþòü çíàêè ′′+′′ àáî ′′−′′ ïåðåä
ïîñëiäîâíèìè íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè 1, 2, 3, . . . i îá÷èñëþþòü ñóìó óñiõ ÷èñåë, ïåðåä ÿêèìè
ðîçñòàâëåíi çíàêè. Òàê, ïåðøèé ãðàâåöü ñïî÷àòêó ñòàâèòü çíàê ïåðåä ÷èñëîì 1, i öå ¹ éîãî
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ñóìîþ ïiñëÿ ïåðøîãî õîäó, ïîòiì äðóãèé ñòàâèòü çíàê ïåðåä ÷èñëîì 2 i ðàõó¹ ñóìó äâîõ
÷èñåë � öå ¹ éîãî ñóìà ïiñëÿ éîãî ïåðøîãî õîäó, äàëi ïåðøèé ãðàâåöü ñòàâèòü çíàê ïåðåä
÷èñëîì 3 i ðàõó¹ ñóìó òðüîõ ÷èñåë çi çíàêàìè � öå éîãî ñóìà ïiñëÿ äðóãîãî õîäó, äàëi
äðóãèé ãðàâåöü ñòàâèòü çíàê ïåðåä ÷èñëîì 4 i ðàõó¹ ñóìó ÷îòèðüîõ ÷èñåë i ò. ä. Ïðîãðà¹
òîé ãðàâåöü, ïiñëÿ õîäó ÿêîãî îäåðæàíà íèì ñóìà âïåðøå çà ìîäóëåì ñòàíå áiëüøîþ àáî
ðiâíîþ 2011. Õòî ïåðåìîæå ïðè ïðàâèëüíié ãði � ïåðøèé ÷è äðóãèé ãðàâåöü?

Âiäïîâiäü: Äðóãèé ãðàâåöü.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äðóãèé ãðàâåöü êîæíîãî ðàçó âèáèðà¹ çíàê, ïðîòèëåæíèé äî çíàêó
îñòàííüîãî õîäó ïåðøîãî ãðàâöÿ. Ó ïåðøîãî ãðàâöÿ õîäè çà ìîäóëåì äîðiâíþþòü 1, 3, 5, . . . ,
áóäåìî ¨õ ïîçíà÷àòè a1, a2, a3, . . ., õîäè äðóãîãî çà ìîäóëåì äîðiâíþþòü 2, 4, 6, . . ., ïîçíà÷èìî
¨õ b1, b2, b3, . . .. Ñóìè, ÿêi óòâîðþþòüñÿ ïiñëÿ k-ãî õîäó ïåðøîãî, ïîçíà÷èìî sk, à ïiñëÿ õîäó
äðóãîãî � ck. Äîâåäåìî ÌÌI, ùî |sk| ≥ k, |ck| ≤ k.

Äëÿ n = 1 öå î÷åâèäíî, îñêiëüêè |s1| = |c1| = 1.
Íåõàé äëÿ äåÿêîãî k âèêîíó¹òüñÿ |sk| ≥ k, |ck| ≤ k. Îñêiëüêè |ak+1| = 2k + 1, |bk+1| =

2k + 2, òî ìà¹ìî òàêi îöiíêè. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî 0 ≤ ck ≤ k,
òîäi ïiñëÿ õîäó ïåðøîãî ìîæëèâi âàðiàíòè:

1) ÿêùî ak+1 = 2k + 1, òî 2k + 1 ≤ sk+1 ≤ 3k + 1 i, âiäïîâiäíî, ïðè bk+1 = −(2k + 2)
ìà¹ìî: −1 ≤ ck+1 ≤ k − 1, òîáòî ïîòðiáíi óìîâè âèêîíóþòüñÿ;

2) ÿêùî ak+1 = −(2k + 1), òî −(2k + 1) ≤ sk+1 ≤ −(k + 1) (òîáòî |sk+1| ≥ k + 1) i,
âiäïîâiäíî, ïðè bk+1 = 2k + 2 ìà¹ìî: 1 ≤ ck+1 ≤ k + 1, òîáòî ïîòðiáíi óìîâè âèêîíóþòüñÿ.

Òàêèì ÷èíîì, îñêiëüêè ãðà çàêií÷èòüñÿ (ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ ÷èñëàõ), ìè ìà¹ìî, ùî
äðóãèé íå ìîæå ïðîãðàòè, îñêiëüêè ñïî÷àòêó ïåðøèé äîëà¹ ìåæó k, à äðóãèé ñâî¨ì õîäîì
òiëüêè öþ ìåæó ïîâòîðþ¹.

7. (Æèäêîâ Ñåðãié) Â òðèêóòíèêó ABC, ó ÿêîãî AC > BC > AB, íà ñòîðîíàõ
BC òà AC âèáðàëè òî÷êè D i K âiäïîâiäíî òàê, ùî CD = AB, AK = BC. Òî÷êè F
òà L � ñåðåäèíè âiäðiçêiâ BD òà KC âiäïîâiäíî. Òî÷êè R, S � ñåðåäèíè ñòîðií AC òà AB
âiäïîâiäíî. Âiäðiçêè SL òà FR ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi O, ïðè öüîìó ∠SOF = 55◦. Çíàéäiòü
ãðàäóñíó ìiðó ∠BAC.

Âiäïîâiäü: ∠BAC = 70◦.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðîâåäåìî áiñåêòðèñè
òðèêóòíèêà BQ òà CT , J � iíöåíòð (ðèñ.18).
Íåõàé ïðÿìi FR òà AB ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi
M . Äîâåäåìî, ùî FR ‖ BQ òà CT ‖ SL.
Ïîçíà÷èìî äîâæèíè âiäðiçêiâ òàêèì ÷èíîì:
AB = CD = a, BF = FD = x, BM = y.
Ç òåîðåìè Ìåíåëàÿ äëÿ 4ABC òà ïðÿìî¨ RM
çàïèøåìî:

AR

RC
· CF
FB
· BM
MA

= 1 ⇔ 1

1
· a+ x

x
· y

a+ y
= 1.

Çâiäñè îäåðæèìî, ùî x = y i 4MBF � ðiâíîáåäðåíèé. Òîäi ñòà¹ çðîçóìiëîþ ðiâíiñòü
òàêèõ êóòiâ:

∠ABQ = ∠QBC = ∠AMR = ∠BFM = ∠RFC,

çâiäêè FR ‖ BQ. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî CT ‖ SL.
∠FOS = ∠BJT = 55◦⇒ ∠BJC = 125◦, îñêiëüêè J � iíöåíòð, òî ∠BJC = 90◦+ 1

2
∠BAC

⇒ ∠BAC = 70◦.

8. Ëåéôóðà Âàëåíòèí Íåõàé x, y, z � äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî xyz = 1.
Äîâåäiòü íåðiâíiñòü:

(−x+ y + z)(x− y + z) + (x− y + z)(x+ y − z) + (x+ y − z)(−x+ y + z) ≤ 3.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî z = min{x, y, z}. Ïåðåïèøåìî íåðiâíiñòü ó âèãëÿäi

4xy ≤ 3 + (x+ y − z)2.

Îñêiëüêè x+ y− z ≥ 2
√
xy− z > 0, òî (x+ y− z)2 ≥ (2

√
xy− z)2. Òàêèì ÷èíîì, äîñòàòíüî

äîâåñòè, ùî 3 +
(
2
√
xy − z

)2 ≥ 4xy. Çà óìîâîþ xy = 1
z
, òîìó, ïiäñòàâëÿþ÷è â îñòàííþ

íåðiâíiñòü, ìà¹ìî, ùî òðåáà äîâåñòè íåðiâíiñòü

3 +

(
2√
z
− z
)2

≥ 4

z
.

Ðîçêðèâàþ÷è äóæêè, îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü: z2 + 3 ≥ 4
√
z, ÿêà âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi ìiæ

ñåðåäíiìè:
z2 + 1 + 1 + 1 ≥ 4

4
√
z2 · 1 · 1 · 1 = 4

√
z.

Àëüòåðíàòèâíå ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåïèøåìî íåðiâíiñòü ó âèãëÿäi

2xy + 2yz + 2zx 6 3 + x2 + y2 + z2.

Íåõàé x = a3, y = b3, z = c3, òîäi, ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ Øóðà (u, v, w ≥ 0):

u3 + v3 + w3 + 3uvw ≥ u2v + v2u+ w2u+ u2w + v2w + w2v,

à òàêîæ íåðiâíiñòþ Êîøi äëÿ äâîõ ÷èñåë, îòðèìó¹ìî

x2 + y2 + z2 + 3 = a6 + b6 + c6 + 3a2b2c2 > a4b2 + a2b4 + b4c2 + b2c4 + c4a2 + c2a4 >

> 2a3b3 + 2b3c3 + 2c3a3 = 2xy + 2yz + 2zx.

11 êëàñ

5. (Ðîæêîâà Ìàðiÿ)Êîëî ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíèA òàB òðèêóòíèêàABC, äîòèêà¹òüñÿ
ñòîðîíè BC ó òî÷öi B i âäðóãå ïåðåòèíà¹ ñòîðîíó AC ó òî÷öi E. Äðóãå êîëî ïðîõîäèòü
÷åðåç âåðøèíè A òà C, äîòèêà¹òüñÿ ñòîðîíè BC ó òî÷öi C i âäðóãå ïåðåòèíà¹ ñòîðîíó AB ó
òî÷öi D. Âiäðiçêè BE i CD ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi F . Äîâåñòè, ùî 4BCF ðiâíîáåäðåíèé.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G äðóãó òî÷êó
ïåðåòèíó äàíèõ êië. Ç'¹äíà¹ìî G ç âåðøèíàìè
òðèêóòíèêà (ðèñ.19). Ìà¹ìî: ∠GBC = ∠BAG = α
(âèìiðþþòüñÿ ïîëîâèíîþ äóãè BG ïåðøîãî êîëà).
Ç iíøîãî áîêó, ∠GCD = ∠BAG = α (âèìiðþþòüñÿ
ïîëîâèíîþ äóãè DG äðóãîãî êîëà). Àíàëîãi÷íî,
∠GBF = ∠CAG = ∠GCB = β. Òîäi ∠FBC =
∠FCB = α + β, îòæå 4FBC ðiâíîáåäðåíèé, áî
BF = CF .

6. (Ãîãîë¹â Àíäðié) Äîâåäiòü, ùî äëÿ áóäü-
ÿêîãî íàáîðó ÷èñåë a1, a2, . . . , a2011, äå a2011 6= 0,
iñíó¹ ôóíêöiÿ f : R→ R, äëÿ ÿêî¨ ïðè óñiõ äiéñíèõ
x

a1f(x) + a2f(f(x)) + . . .+ a2011 f(f(f . . . f(x) . . .))︸ ︷︷ ︸
2011

= x.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áóäåìî øóêàòè ôóíêöiþ ó âèãëÿäi f(x) = kx, äå k 6= 0, òîäi

f(f(f . . . f(x) . . .))︸ ︷︷ ︸
n

= knx.
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Òîäi íàâåäåíà ðiâíiñòü íàáóâà¹ òàêîãî âèãëÿäó:

a1kx+ a2k
2x+ . . .+ a2011k

2011x = x.

Ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà x ìà¹ìî òàêå ðiâíÿííÿ:

a2011k
2011 + a2010k

2010 + . . .+ a2k
2 + a1k − 1 = 0,

ÿêå ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê, îñêiëüêè öå ¹ ìíîãî÷ëåí íåïàðíîãî ñòåïåíÿ
ç íåíóëüîâèìè ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì òà âiëüíèì ÷ëåíîì. Tîáòî, øóêàíå k iñíó¹.

7.(Äîáîñåâè÷ Îëåñü) Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíèõ äiéñíèõ a, b, c ìåíøèõ âiä 1 i òàêèõ,
ùî

2(a+ b+ c) + 4abc = 3(ab+ bc+ ca) + 1,

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü a+ b+ c ≤ 3
4
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

Ïåðåïèøåìî ðiâíiñòü çàäàíó â óìîâi òàêèì ÷èíîì:

4abc− 4(ab+ bc+ ca) + 4(a+ b+ c)− 4 = −(ab+ bc+ ca) + 2(a+ b+ c)− 3,

4(a− 1)(b− 1)(c− 1) = −(a− 1)(b− 1)− (a− 1)(c− 1)− (b− 1)(c− 1),

4 =
1

1− a
+

1

1− b
+

1

1− c
.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = 1
1−x íà ïðîìiæêó (−∞, 1). Îñêiëüêè f ′′(x) = 2

(1−x)3 ≥ 0, òî

ôóíêöiÿ îïóêëà (âíèç), à îòæå ìîæåìî çàïèñàòè íåðiâíiñòü

4 = f(a) + f(b) + f(c) ≥ 3f

(
a+ b+ c

3

)
=

9

3− (a+ b+ c)
.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü çàäàíà â óìîâi.

8. (Ðèáàê Îëåêñàíäð) Ó ÿùèêó ëåæàòü iãðàøêîâi êîòèêè. Ó êîæíîãî êîòèêà ãîëîâà
ïîôàðáîâàíà â îäèí ç 2011 êîëüîðiâ, i õâiñò òàêîæ ïîôàðáîâàíèé â îäèí ç öèõ 2011 êîëüîðiâ
� ìîæëèâî, ó òàêèé ñàìèé, à ìîæëèâî, â iíøèé. Ç ÿùèêà ìîæíà âèáðàòè äåÿêèõ êîòèêiâ i
ñêëàñòè ç íèõ îêðåìèé íàáið. Íàáið ââàæà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì, ÿêùî âií ñêëàäà¹òüñÿ ðiâíî
ç 2011 êîòèêiâ, ñåðåä ÿêèõ íåìà¹ äâîõ êîòèêiâ ç ãîëîâàìè îäíîãî êîëüîðó i íåìà¹ äâîõ
êîòèêiâ ç õâîñòàìè îäíîãî êîëüîðó. Âiäîìî, ùî ç ÿùèêà ìîæíà âèáðàòè ïðàâèëüíèé íàáið
áiëüøå, íiæ â îäèí ñïîñiá. Äîâåñòè, ùî ó ÿùèêó ìîæíà çàëèøèòè äåêiëüêîõ êîòèêiâ
(ìîæëèâî, âñiõ) òàêèì ÷èíîì, ùîá âèáðàòè ïðàâèëüíèé íàáið ç öüîãî ÿùèêà ìîæíà áóëî
ðiâíî â äâà ñïîñîáè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðîíóìåðó¹ìî êîëüîðè íîìåðàìè âiä 1 äî 2011. Ïîáóäó¹ìî ãðàô ç
âåðøèíàìè A1, A2, ..., A2011 òà B1, B2, ..., B2011. Äëÿ êîæíîãî êîòèêà ïðîâåäåìî ó ãðàôi
ðåáðî òàêèì ÷èíîì. ßêùî ãîëîâà êîòèêà ìà¹ êîëið i, à õâiñò � êîëið j, òî ïðîâåäåìî
ðåáðî ìiæ âåðøèíàìè Ai òà Bj. Òîäi êîæíîìó êîòèêó âiäïîâiäà¹ äåÿêå ðåáðî ãðàôà.
Ïðàâèëüíîìó íàáîðó êîòèêiâ áóäå âiäïîâiäàòè âèáiðêà ç 2011 ðåáåð, íiÿêi äâà ç ÿêèõ
íå ìàþòü ñïiëüíî¨ âåðøèíè. Òàêó âèáiðêó ðåáåð òàêîæ íàçèâàòèìåìî ïðàâèëüíîþ. Íàì
ïîòðiáíî çàëèøèòè ó ãðàôi äåêiëüêà ðåáåð òàêèì ÷èíîì, ùîá ç íèõ ìîæíà áóëî çðîáèòè
ïðàâèëüíó âèáiðêó ðiâíî â äâà ñïîñîáè. Ïîêàæåìî, ÿê öå çðîáèòè.

Çà óìîâîþ, iñíóþòü äåÿêi äâi ðiçíi ïðàâèëüíi âèáiðêè. Çàëèøèìî ó ãðàôi òiëüêè òi
ðåáðà, ÿêi íàëåæàòü õî÷à á îäíié ç öèõ âèáiðîê. Ñòåïåíåì âåðøèíè áóäåìî íàçèâàòè
êiëüêiñòü ðåáåð, ÿêi ç íå¨ âèõîäÿòü. Äëÿ êîæíî¨ ïðàâèëüíî¨ âèáiðêè âèêîíó¹òüñÿ òàêà
óìîâà: ç êîæíî¨ âåðøèíè ãðàôà âèõîäèòü ðiâíî îäíå ðåáðî, ÿêå íàëåæèòü öié âèáiðöi.
Òîìó ñåðåä çàëèøåíèõ ðåáåð ç êîæíî¨ âåðøèíè âèõîäèòü àáî îäíå ðåáðî, ÿêå íàëåæèòü
îáîì âèáiðêàì, àáî äâà ðåáðà ç ðiçíèõ âèáiðîê. I ÿêùî ç ÿêî¨ñü âåðøèíè V âèõîäèòü òiëüêè
îäíå ðåáðî, òî ç âåðøèíè, ÿêà ç'¹äíàíà ç V öèì ðåáðîì, òåæ âèõîäèòü òiëüêè öå ðåáðî.
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Îòæå, ãðàô ðîçïàäà¹òüñÿ íà öèêëè òà îäèíîêi ðåáðà � òîáòî òàêi, ÿêi íå ìàþòü ñïiëüíèõ
âåðøèí ç iíøèìè ðåáðàìè. Ùîá äîâåñòè öå, âèéäåìî ç äåÿêî¨ âåðøèíè ñòåïåíÿ 2 i ïiäåìî
ïî äåÿêîìó ðåáðó, ÿêå ç íå¨ âèõîäèòü. Êîæíîãî ðàçó, ïðèõîäÿ÷è äî íîâî¨ âåðøèíè, áóäåìî
iòè äàëi ïî ðåáðó, âiäìiííîìó âiä òîãî, ïî ÿêîìó ìè ïðèéøëè äî öi¹¨ âåðøèíè. Îñêiëüêè
âåðøèíà ñòåïåíÿ 2 íå ìîæå áóòè ç'¹äíàíà ç âåðøèíîþ ñòåïåíÿ 1, íàì âåñü ÷àñ áóäå, êóäè
iòè. Òîìó îäíîãî ðàçó ìè ïðèéäåìî äî âåðøèíè, ÷åðåç ÿêó âæå ïðîõîäèëè. Öå ìîæå áóòè
òiëüêè âåðøèíà, ç ÿêî¨ ïî÷èíàâñÿ øëÿõ, iíàêøå ñòåïiíü öi¹¨ âåðøèíè áóâ áè íå ìåíøå âiä
3. Òîáòî, ìè îòðèìà¹ìî öèêë. Öåé öèêë íå çâ'ÿçàíèé ç iíøèìè âåðøèíàìè, àäæå âñi éîãî
âåðøèíè ìàþòü ñòåïiíü 2. ßêùî çàëèøàòüñÿ ùå âåðøèíè ñòåïåíÿ 2, ïî÷íåìî øëÿõ ç îäíi¹¨
ç íèõ i çíàéäåìî ùå îäèí öèêë. Áóäåìî òàê ïðîäîâæóâàòè, ïîêè âñi âåðøèíè ñòåïåíÿ 2 íå
áóäóòü ðîçïîäiëåíi ïî öèêëàõ. Êîæíèé òàêèé öèêë áóäå ìàòè ïàðíó äîâæèíó, áî ó íüîìó
÷åðãóþòüñÿ ðåáðà ç ïåðøî¨ òà äðóãî¨ âèáiðîê. À âñi âåðøèíè ñòåïåíÿ 1 áóäóòü êiíöÿìè
äåÿêèõ îäèíîêèõ ðåáåð.

Êîæíà ïðàâèëüíà âèáiðêà ìà¹ òàêèé âèãëÿä: ó íå¨ âõîäÿòü âñi îäèíîêi ðåáðà, à ç
êîæíîãî öèêëó ïîïàäà¹ ïîëîâèíà ðåáåð òàêèì ÷èíîì, ùîá óçÿòi ðåáðà íå ìàëè ñïiëüíèõ
âåðøèí. Ç êîæíîãî öèêëó ìîæíà âçÿòè ïîòðiáíi ðåáðà ðiâíî â äâà ñïîñîáè. Ó ãðàôi ¹ õî÷à
á îäèí öèêë, òîìó ùî ìè çàëèøèëè ðåáðà ç äâîõ ðiçíèõ, à íå îäíàêîâèõ âèáiðîê. ßêùî
öèêëiâ áiëüøå âiä îäíîãî, òî ç óñiõ öèêëiâ, êðiì îäíîãî, âèäàëèìî ïîëîâèíó ðåáåð òàê, ùîá
çàëèøåíi ðåáðà íå ìàëè ñïiëüíèõ âåðøèí. Â îòðèìàíîìó ãðàôi ïðàâèëüíó âèáiðêó ìîæíà
çðîáèòè ðiâíî â äâà ñïîñîáè.
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