
Âî âñåõ çàäà÷àõ Tn(x) îáîçíà÷àåò ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà 1-ãî ðîäà.
Çàäà÷à 1. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) îáîçíà÷èì ∥P∥ = maxx∈[−1,1] |P (x)|�óêëîíåíèå

ìíîãî÷ëåíà îò 0 íà [−1, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî

(1) Åñëè P (x)�ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîåôôèöèåíòîì 1, òî ∥P∥ >
1

2n−1
.

(2) ïîêàæèòå, ÷òî ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P (x) =
1

2n−1
Tn(x).

(3) ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàò äëÿ îòðåçêà [−2, 2].

Çàäà÷à 2. Íàéòè âñå êîðíè Tn(x), âñå òî÷êè, â êîòîðûõ åãî çíà÷åíèÿ ±1. Ïîñòðîèòü
ñõåìàòè÷åñêè ãðàôèê Tn(x) (ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè, ïîâåäåíèå çà [−1, 1], ïîâåäå-
íèå íà [−1, 1]).
Çàäà÷à 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû P,Q êîììóòèðóþò, åñëè P (Q) = Q(P ).

Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ m,n ìíîãî÷ëåíû Tm, Tn êîììóòèðóþò.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü Pn(x) = 2Tn(x/2). Äîêàæèòå, ÷òî Pn(z + z−1) = zn + z−n.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n, ïðè÷¼ì |P (x)| 6 1 äëÿ âñåõ

x ∈ [−1, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà |P (k)(x)| 6 |T (k)
n (x)| äëÿ âñåõ |x| > 1 è âñåõ k > 0.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî Tn(xy) > Tn(x)Tn(y) äëÿ âñåõ x, y > 1.
Çàäà÷à 7. Íàéòè âñå ìíîãî÷ëåíû u, v ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîåôôèöèåíòàìè, òàêèå,

÷òî u2 − (x2 − 1)v2 = 1.
Çàäà÷à 8. Íàéòè âñå ìíîãî÷ëåíû ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîåôôèöèåíòàìè u, v òàêèå,

÷òî u2 − (x2 + 1)v2 = −1.
Çàäà÷à 9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an, n > 1 çàäàíà ðàâåíñòâîì n3 =

∑
d|n ad. Íàéòè

(êàê ìîæíî áîëåå êðàòêîå) âûðàæåíèå äëÿ an.

1


