LXVII Київська міська олімпіада юних математиків

Умови та розв’язки по усіх класах

2 тур

7 клас

1. Чи існують попарно різні натуральні числа a, b, c, d, що утворюють два нескоротні дроби 
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, які задовольняють рівність: 
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Відповідь: не існує. 
Розв’язання. Припустимо, що така рівність виконується, тобто 
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Остання рівність можлива лише за виконання хоча б однієї з двох умов: або 
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. Із першої з цих умов, поділивши на bd, маємо, що справджується рівність 
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, а з другої умови, подівши на ad, 
[image: image12.wmf]d
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. Кожне з цих співвідношень означає рівність двох дробів із різними чисельниками, а тому принаймні один із таких дробів повинен бути скоротним, що суперечить умові.
2. Відомо, що числа 
[image: image13.wmf],
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 задовольняють умову 
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. Знайдіть значення виразу
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Відповідь: 9.

Розв’язання. Зробимо такі перетворення:
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Легко зрозуміти, що значення 
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, які задовольняють початкову умову, існують: наприклад, 
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3. У трикутнику 
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 проведена медіана 
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, яка ділиться на три рівні частини точками 
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. Знайдіть довжину відрізка 
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Відповідь: 
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Розв’язання. З умови випливає, що 
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 — рівнобедрений, а тому 
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 (рис. 1). Звідси випливає рівність кутів CDE та AFB: 
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. Оскільки 
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 — медіана, то 
[image: image33.wmf]AF

AD

CD

=

=

. Таким чином, 
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 за двома сторонами 
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[image: image37.wmf]1

=

=

AB

CE

.

4. (Мисак Данило) Яку найбільшу кількість різних натуральних чисел можна виписати на дошці, так щоби різниця будь-яких двох із них (від більшого віднімають менше) була простим числом?
Відповідь: 4 числа.

Розв’язання. Наведемо приклад чотирьох чисел, які задовольняють умову: 1, 3, 6, 8. Їхні попарні різниці дорівнюють 2, 3, 5, 7 і є простими числами. Покажемо тепер, що набір із п’яти або більшої кількості чисел умову задовольняти не може.

Нехай умову задовольняють 
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 чисел. Впорядкуймо всі такі числа в порядку від найменшого до найбільшого та запишімо як 
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. Попарні різниці чисел мають бути простими, тому 
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. Але в такому разі різниці 
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 — прості числа, більші за 2, а отже непарні. Тоді різниця 
[image: image44.wmf]515331
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 — парне число, що суперечить її простоті. Суперечність.
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5. (Рубльов Богдан) Квадрат 
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 розбитий на 16 квадратиків 
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. В деякі з цих квадратиків поставили кубики 
[image: image47.wmf]1
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. Далі ці кубики спочатку притягуються до правої сторони квадрата, доки це можливо (тобто поки кожен не досягне лівого краю або інших кубиків, як це показано на рисунках). Після того кубики аналогічним чином притягуються до верхньої сторони квадрата, далі до лівої сторони квадрата. І нарешті — до нижньої сторони квадрата. Чи існує таке початкове розташування кубиків, що серед кубиків можна вибрати два, які у початковий та кінцевий моменти міняються місцями?
Відповідь: існує.

Розв’язання. Розгляньмо зображену на рис. 3-1 початкову позицію чотирьох кубиків. Розташування кубиків після кожного з чотирьох притягувань до відповідних сторін дошки показані відповідно на рис. 3-2, 3-3, 3-4 і 3-5. У підсумку кубики 2 та 3 помінялися місцями.
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8 клас 

1. Доведіть, що для цілих чисел a, b, c, d, які задовольняють умову 
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дорівнює подвоєному квадрату цілого числа.
Розв’язання. Підставимо в задану рівність замість d вираз 
[image: image50.wmf]bca
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, який за умовою дорівнює d, та зробимо такі перетворення:
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що й треба було довести. 

2. Розв’яжіть нерівність: 
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 дорівнює більшому з двох чисел a, b.
Відповідь: 
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Розв’язання. Спочатку з’ясуємо, коли 
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. Для цього повинна виконуватись умова 
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. Розглянемо відповідні два випадки. 

При 
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 задана нерівність стає такою: 
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При 
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, тобто в цьому випадку розв’язками нерівності стають усі числа з проміжку 
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Таким чином, розв’язками заданої нерівності є 
[image: image70.wmf](;4)

x

Î-¥

.
3. (Жидков Сергій) На дошці записані три числа a, b, c. За один крок ми витираємо усі три числа і замість них записуємо числа 
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 ролі не відіграє, тобто можна записати трійку чисел b, 
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. Чи можна за декілька подібних кроків із трійки чисел 3, 4, 5 одержати трійку 2012, 9009, 11 100, записану в довільному порядку?
Відповідь: не можна. 

Розв’язання. Після одного кроку перетворень з трійки чисел a, b, c ми одержимо, наприклад, трійку 
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. Сума чисел нової трійки дорівнює
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Таким чином, якщо трійку 2012, 9009, 11 100 можна одержати за певну кількість кроків, то для трьох чисел a, b, c, що мають утворитися на передостанньому кроці, повинна виконуватися рівність: 
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11 і 2011 — прості числа, тому хоча б одне з чисел a, 
[image: image86.wmf]1
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 має дорівнювати одиниці. Але досить просто зрозуміти, що якщо всі числа початкової трійки не менші за 3, то зменшитися на жодному кроці, а отже і стати меншим за 3, ні одне з чисел не зможе. Тому передостання трійка чисел a, b, c задовольняти наведену рівність не зможе. Суперечність.
4. (Рубльов Богдан) У Лесі та Андрія є 10 карток із цифрами 0, 1, 2, …, 9, причому кожна цифра записана рівно на одній із карток. Леся та Андрій грають у таку гру. Спочатку Леся вибирає будь-яку картку та кладе її на стіл. Після цього Андрій вибирає будь-яку з карток, що лишилися, та прикладає її до Лесиної картки з правого боку. Далі Леся вибирає одну з карток, що залишились, і прикладає її ліворуч до перших двох, далі Андрій вибирає і кладе картку праворуч і т. д. Після того, як усі картки викладено, утворюється десятицифрове число (або дев’ятицифрове, якщо останнім своїм ходом Леся виклала картку з цифрою 0). Андрій прагне, щоб утворене число ділилося на якомога більшу кількість чисел із множини 
[image: image88.wmf]{2,3,...,9}
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, а Леся навпаки: щоб утворене число ділилося на якомога меншу кількість чисел від 2 до 9. На яку кількість чисел із множини M буде ділитися утворене число за правильної гри обох гравців?
Відповідь: на 3 числа.
Розв’язання. Незалежно від ходів Лесі та Андрія утворене число N завжди ділитиметься на 3 і на 9, бо сума всіх цифр числа буде дорівнювати 
[image: image89.wmf]012...9459
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. Крім того, якщо Андрій сам не викладатиме жодної з шести карток із цифрами 0, 2, 4, 6, 8 і 5, поки є хоча б одна інша картка, Леся за свої п’ять ходів не встигне викласти їх усі, а тому Андрій своїм останнім ходом зможе одну з таких цифр зробити останньою цифрою числа N. Тоді утворене число поділиться або на 2, або на 5, а отже, враховуючи дільники 3 та 9, воно буде кратне щонайменше трьом числам із множини M.
Тепер покажемо, як має грати Леся, щоб утворене число ділилося щонайбільше на три числа від 2 до 9. На кожному з перших трьох своїх ходів вона повинна класти на стіл картку із найменшим парним числом, яке ще залишилось невикористаним. Перед четвертим Лесиним ходом можливі дві ситуації, які ми розглядаємо нижче.

1) Якщо перед четвертим ходом Лесі Андрій поклав на стіл хоча б одну з карток 0, 2, 4, 6, 8 і 5, вона на четвертому й п’ятому ходах кладе дві з цих шести карток, які лишилися (після відповідного ходу Андрія та її перших трьох ходів), або — якщо відповідні картки Андрій поклав на стіл сам — вона кладе на стіл довільні інші картки. У такий спосіб Леся досягне того, що жодна з цих цифр не зможе стати останньою цифрою числа N, відтак утворене число N не зможе поділитися на парні числа і на число 5 із множини M, а отже ділитиметься щонайбільше на три числа (3, 7 і 9) із цієї множини.
2) Якщо перед четвертим ходом Лесі Андрій не використав жодної із карток 0, 2, 4, 6, 8 і 5, то на даний момент число на столі має вигляд 
[image: image90.wmf]420
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, де a, b і c — деякі три числа з набору 1, 3, 7, 9. Позначимо через d четверте число з цього набору. Леся має розглянути два числа 
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 та 
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. Хоча б одне з цих чисел не ділиться на 7, оскільки на 7 не ділиться їхня різниця: 
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Нехай, без втрати загальності, на 7 не ділиться число 
[image: image94.wmf]864205
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. Тоді Леся кладе на стіл картку з цифрою 6, унаслідок чого число набуває вигляду 
[image: image95.wmf]6420
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. В Андрія залишаються три варіанти: він може покласти на стіл картки з цифрами 5, 8 або d. Якщо Андрій використовує 5 або 8, Леся останнім своїм ходом кладе картку з іншим числом: 8, якщо Андрій поклав 5, або 5, якщо Андрій поклав 8. Тоді, як і у випадку 1), розглянутому вище, остаточне число N не зможе поділитися на числа 2, 4, 5, 6 і 8 із множини M, а отже ділитиметься щонайбільше на три числа з цієї множини. Якщо ж Андрій покладе своїм передостаннім ходом картку з числом d, Леся кладе своїм останнім ходом 8, а Андрію залишається лише 5. Утворене число 
[image: image96.wmf]864205
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, з огляду на вибір Лесею її четвертого ходу, не ділиться на 7, а також не ділиться на числа 2, 4, 6 і 8 із множини M. Воно ділиться, натомість, рівно на три числа з цієї множини: 3, 5 і 9.
Таким чином, Андрій завжди може забезпечити подільність числа N щонайменше на 3 числа, а Леся — подільність N щонайбільше на 3 числа із множини M. Це означає, що за правильної гри обох гравців утворене число поділиться рівно на три числа у межах від 2 до 9.
5. (Рожкова Марія) У трикутнику ABC на сторонах AB і AC назовні побудували правильні трикутники ABD та ACE. Відрізки CD та BE перетинаються в точці F. Виявилось, що точка A — центр вписаного у 
[image: image97.wmf]DEF
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 кола. Знайдіть кут BAC.
Відповідь: 
[image: image98.wmf]°
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.

Розв’язання. Оскільки центр вписаного кола трикутника є точкою перетину його бісектрис, можемо записати, що 
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 (рис. 4). 
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Тепер можемо додати всі кути при вершині A:
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Зауважимо також, що якщо 
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, тож трикутники DAC і DAE рівні за двома сторонами і кутом між ними, а тому 
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, і DA — бісектриса. Аналогічно, бісектрисою є EA, тому A справді є інцентром трикутника DEF.
9 клас 

1. Відомо, що числа 
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 задовольняють умову 
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Відповідь: 8.

Розв’язання. Зробимо такі перетворення:
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2. 220 монет розклали по комірках квадратної таблиці 
[image: image120.wmf]n
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 таким чином, щоб у кожній комірці була принаймні одна монета та кількість монет у кожних двох сусідніх по стороні комірках відрізнялась рівно на одну монету. При якому найбільшому значенні n це можливо?
Відповідь: 12.

Розв’язання. У довільних двох сусідніх комірках таблиці має бути щонайменше 3 монети: навіть якщо в одній із сусідніх комірок буде одна монета, в іншій комірці має бути дві монети. Для парних n таблицю 
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 можна розбити на 
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 пар сусідніх комірок, а для непарних n — на 
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 пар сусідніх комірок і ще одну комірку. Для цих випадків мають справджуватися відповідні нерівності:
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Таким чином, ми довели, що 
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. Побудуємо тепер приклад розташування монет для 
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, нам досить у кожну пару сусідніх комірок покласти по три монети, а потім у якийсь спосіб докласти в таблицю ще чотири монети. Для цього спершу розкладемо в комірки таблиці по одній і по дві монети в шаховому порядку (рис. 5-1). А тепер додамо до двох клітин у куті таблиці, які містили по одній монеті, ще по дві монети, як це показано на рис. 5-2.
3. (Чорний Максим) У гострокутному трикутнику ABC точка O — центр описаного кола, точка H — ортоцентр. Відомо, що прямі OH та BC паралельні, причому 
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. Знайдіть величину найменшого кута 
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Відповідь: 
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Розв’язання. [image: image518.wmf]F

Припустимо, що 
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. Нехай 
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 — основа висоти, проведеної з точки A, 
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 — основа перпендикуляра, опущеного на BC з точки O, тобто середина BC (рис. 6). Враховуючи, що 
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, із властивостей прямокутника 
[image: image144.wmf]2

1

A

OHA

 маємо, що 
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 — середина сторони, то 
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. Із припущення, що 
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, випливає, що 
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 лежить на відрізку 
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 — середина 
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 лежить на серединному перпендикулярі до 
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. За умовою трикутник гострокутний, і якщо інший його кут буде меншим за 
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 — суперечність. Значить, кут 
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 у трикутнику ABC найменший.
Побудуємо тепер приклад трикутника, який задовольняє умову задачі, щоб показати, що умова несуперечлива, а відповідь 
[image: image163.wmf]°
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 справді досягається. Для цього спершу нарисуємо рівнобедрений трикутник 
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 із прямим кутом 
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. Точку B позначимо на продовженні відрізка 
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. Доведемо, що трикутник ABC задовольняє умову задачі. Нехай 
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 — середина BC, O — центр описаного кола трикутника ABC, а H — основа перпендикуляра, опущеного з O на висоту 
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 трикутника ABC. 
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 — прямокутник, а оскільки 
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 прямокутний рівнобедрений), то 
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, а отже трикутник 
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 прямокутний рівнобедрений), звідки 
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, а отже H — точка перетину двох висот трикутника ABC, тобто його ортоцентр.
4. (Сердюк Назар) Знайдіть усі цілі розв’язки системи рівнянь:
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Відповідь: 
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Розв’язання. Спершу доведемо допоміжне твердження: для довільних чисел a та b, з яких хоча б одне не дорівнює нулю, 
[image: image188.wmf]22
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. Для доведення розглянемо три випадки.

1) Одне з чисел a та b дорівнює нулю. Тоді нерівність набуває форми 
[image: image189.wmf]2
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. Оскільки інше число, згідно з припущенням, ненульове, нерівність справджується.

2) Одне з чисел a та b додатне, а інше — від’ємне. Тоді кожен доданок виразу 
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 додатний, тому й увесь вираз додатний.
3) Обидва числа a та b додатні чи обидва від’ємні. Тоді 
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Допоміжне твердження доведене.

Доведемо тепер, що якщо (a, b, c, d) — розв’язок заданої системи в цілих числах, то 
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 і 
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. Для цього спершу запишемо таку нерівність: 
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Якщо 
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, то маємо ланцюжок рівностей: 
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. Звідси зокрема випливає, що в цьому випадку 
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Якщо ж 
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. Розглянемо два випадки: коли 
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Якщо 
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, то одне з чисел має бути додатним, а інше тоді, відповідно, від’ємне або нуль. Звідси 
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причому рівність досягається тоді й лише тоді, коли 
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, тобто коли одне з чисел a та b дорівнює нулю, а інше — одиниці.
Якщо 
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причому рівність досягається тоді й лише тоді, коли 
[image: image217.wmf]2
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Отже, 
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, причому рівність досягається лише на чотирьох наборах 
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. Тоді маємо такий ланцюжок співвідношень:


[image: image226.wmf]3

3

2

2

3

3

2

2

3

3

b

a

d

c

d

c

b

a

b

a

+

=

+

³

+

=

+

³

+

.

Таким чином, співвідношення можуть справджуватися лише на тих наборах, для яких водночас 
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. Залишається із 16 можливих четвірок (чотири пари значень для (a, b) і чотири пари значень для (c, d)) вибрати ті, що задовольняють початкову систему.
5. (Сенін Віталій) Для додатних чисел a, b, c доведіть нерівність: 
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Розв’язання. Слід зауважити, що нерівність симетрична, тобто від обміну будь-яких двох змінних місцями не змінює свого вигляду. Тому без втрати загальності можемо вважати, що 
[image: image230.wmf]c

b

a

³

³

. Якщо перенести всі доданки в один бік та згрупувати їх відповідним чином, нерівність набуває такого вигляду: 
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Після множення кожного доданку на спряжене одержимо, що треба довести таку нерівність: 
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Оскільки 
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Якщо 
[image: image235.wmf]0
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, то в обох частинах нерівності стоять нулі. Інакше можемо скоротити обидві частини на 
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, нам достатньо довести таку нерівність: 
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Остання нерівність справджується, оскільки 
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Нерівність доведена.
10 клас 

1. Для шести цілих чисел a, b, c і A, B, C справджуються співвідношення:
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Знайдіть числа a, b, c, для яких сума 
[image: image247.wmf]2
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 набуває найменшого можливого значення.
Відповідь: 
[image: image248.wmf]5,4,4
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Розв’язання. Розв’яжемо задану систему рівнянь відносно чисел a, b, c. З перших двох рівнянь маємо, що 
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Аналогічно або з міркувань симетрії знаходимо, що 
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Найменша можлива сума 
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 досягається для трьох найменших різних квадратів цілих чисел: 
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. Наступна за величиною суми трійка квадратів — числа 
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. Для цієї трійки значення a, b, c є цілими, а отже шуканими: 
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2. (Рубльов Богдан) Послідовність дійсних чисел 
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 задовольняє умови:
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Яких значень може набувати різниця 
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Відповідь: 0. 

Розв’язання. Нехай 
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Якщо 
[image: image272.wmf]0
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, додамо ці рівності і скоротимо все на k, унаслідок чого матимемо таку рівність: 
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 EMBED Equation.3  [image: image274.wmf]1

0

3

2

±
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 EMBED Equation.3  [image: image277.wmf]2012
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Але незалежно від знака перед 1 ми не можемо одержати в результаті 0, адже модуль суми решти доданків менший за 1. У цьому легко переконатися з допомогою формули для суми членів геометричної прогресії: 
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Отже, випадок 
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3. Для кожного натурального n знайдіть кількість наборів 
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Відповідь: при 
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 є один набір, що задовольняє умову задачі; при 
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 — два набори; при інших значеннях n таких наборів не існує.
Розв’язання. При 
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 — парне, тобто дорівнює 2. Тож маємо дві перестановки, що задовольняють умову: (1, 3, 2) і (3, 1, 2). 

Нехай тепер 
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 повинна ділитися на n. Якщо n — парне, тобто 
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, суперечність. Таким чином, парним n бути не може.
Хай тепер 
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Оскільки 
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 лише за умови, що він дорівнює 0, тобто 
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Аналогічно, 
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Оскільки 
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 лише за умови, що він дорівнює 0, тобто 
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[image: image334.wmf]1

m

+

. Але це неможливо, оскільки серед чисел набору 
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 має траплятися рівно один раз. Одержана суперечність показує, що і для непарного 
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 наборів, які задовольняють умову задачі, не існує.
4. (Рожкова Марія) У трикутнику ABC зі сторонами 
[image: image338.wmf]AB
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 розглядаються кути між висотою та медіаною, що проведені з однієї вершини. З’ясуйте, при якій вершині цей кут є найбільшим із трьох.
Відповідь: при вершині B.
[image: image519.wmf]a

Розв’язання. Позначимо стандартним чином сторони трикутника через a, b, c. Тоді за умовою 
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. Аналогічно визначаються косинуси інших досліджуваних кутів. Щоб довести, що саме при вершині B кут найбільший, достатньо показати, що косинус цього кута — найменший, тобто 
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Щоб це зробити, використаємо такі формули для обчислення висоти та медіани: 
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Перша нерівність еквівалентна такій: 
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Остання нерівність справджується, оскільки за умовою 
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Аналогічно, для другої нерівності маємо:
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Остання нерівність, знову ж таки, справджується, оскільки 
[image: image362.wmf]c
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5. (Мисак Д., Рубльов Б.) Яку найбільшу кількість точок можна розташувати на площині так, щоб існувало рівно 2012 прямих, які проходять хоча б через дві з них?
[image: image520.wmf]b

Відповідь: 2012 точок. 

Розв’язання. Розташувати 2012 точок так, щоб була виконана умова задачі, досить просто: 2011 точок розмістимо на одній прямій, а останню точку — поза нею (рис. 8). Доведімо, що розташувати на площині більше за 2012 точок, задовольнивши умову задачі, неможливо.
Лема. Якщо на площині задана множина M, що складається з n точок, не всі з яких лежать на одній прямій, то існує пряма, яка проходить рівно через дві точки із заданої множини M.
[image: image521.wmf]B

Доведення. Проведемо всі прямі через кожні дві точки множини M. Знайдемо таку проведену пряму і таку точку із M, відстань між якими найменша (при цьому, звичайно, не розглядається жодна така пара з точки та прямої, що точка лежить на прямій). Позначимо відповідну пряму як l, а точку — як A. Доведемо методом від супротивного, що на прямій l лежить тільки дві точки із M. Припустимо, що на ній лежить принаймні три точки з цієї множини, й позначимо їх «зліва направо» через 
[image: image363.wmf]1
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 — висота цього трикутника, опущена з 
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 дорівнює 
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 менша за відстань між A і l. Одержана суперечність завершує доведення леми.
Покажемо тепер, що якщо на площині розташовано n точок, то або всі вони лежать на одній прямій, або існує щонайменше n прямих, які проходять хоча б через дві з них. Це означатиме, що якщо на площині розміщено більше за 2012 точок, то пряма буде або одна, або їх буде більше за 2012.
Доведення проведемо методом математичної індукції. Для 
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 твердження очевидне. Нехай це твердження справджується для деякого n. Покажемо, що воно виконується також і для 
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11 клас 

1. Дійсні числа x, y задовольняють умову:
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Яких значень може набувати добуток 
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Розв’язання. Домножимо обидві частини на 
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 і одержимо рівності, рівносильні заданій: 
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2. Задача 8-4.

[image: image522.wmf]C


3. Задача 10-3.

4. (Сердюк Назар) Кола 
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 перетинаються в точках P та Q. Нехай AB і CD — паралельні діаметри кіл 
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 відповідно. При цьому жодна з точок A, B, C, D не збігається ні з P, ні з Q, і точки лежать на колах у такому порядку: A, B, P, Q на колі 
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 та C, D, P, Q на колі 
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. Прямі AP та BQ перетинаються в точці X, а прямі CP та DQ — в точці Y, 
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. Доведіть, що всі прямі XY для різних варіантів вибору діаметрів AB і CD проходять через одну й ту саму точку або всі є паралельними.
Розв’язання. Нехай 
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 (рис. 10). Оскільки 
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Нехай 
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, проведених із точок P та Q, і не залежить від вибору точок A й B. Не залежить від вибору цих точок і довжина відрізка 
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Аналогічним чином побудуємо точку 
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Прямі 
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Прямі XY та 
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 паралельні і не збігаються тоді й лише тоді, коли відрізки 
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 рівні та співнаправлені. Ці властивості, як показано вище, зберігаються при виборі різних діаметрів. Таким чином, якщо за якогось вибору діаметрів прямі XY та 
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[image: image453.wmf]12

XYMM

=

 задовольняє обидві ці умови.
5. (Сердюк Назар) Нехай попарно різні многочлени 
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. При цьому індекси i та j або k та l можуть бути рівними.
Розв’язання. Оскільки многочлени 
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Коефіцієнти многочленів 
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Рис. 5-1
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Рис. 5-2





Рис. 6
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Рис. 7





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





Рис. 8





1





2





3





...





2011





2012





Рис. 9
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Рис. 10
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