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Перший день
1. Відповідь:   
[image: image1.wmf]{,5,7,11},{,11,19,29}
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 для довільного натурального d. 

Розв’язання. Спочатку покажемо, що 
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. З відповіді бачимо, що 
[image: image3.wmf]4

A

n

³

. Нехай 
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 — множина, для якої досягається максимум 
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. Зрозуміло, що якщо 
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Усього існує 6 різних пар 
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, розглянемо дві з них: 
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(,)

aa

 та 
[image: image14.wmf]24

(,)

aa

. Зрозуміло, наприклад, що 
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 не може ділитись на 
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. Так само 
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 не може ділитись і на суму 
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. Тобто, доведено, що 
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. Причому з огляду на вищеописане 
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 можливе лише за таких умов:
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Звідси виконується така система рівнянь для натуральних 
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Додамо перше та третє рівняння і одержимо, що
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Якщо 
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, то отримаємо суперечність:
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Таким чином, 
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. З урахуванням цього знов додамо перше й третє рівняння і подвоїмо результат:
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Також додамо перше й друге рівняння:
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Звідси маємо, що 
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Звідси випливає, що 
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[image: image36.wmf]2

uv

>=

 маємо лише два можливих значення для 
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. Ці значення і дають наведені розв’язки.
[image: image185.wmf]T


2. Розв’язання. Пофарбуймо одну з півплощин, на які ділить площину пряма, що обертається, у жовтий колір, а іншу частину площини — в блакитний колір (рис. 1). Нехай у деякий момент, коли пряма обертається навколо точки T, у жовтій півплощині міститься рівно n точок, а в блакитній — m точок. Дочекаємось, поки пряма вперше з цього моменту пройде через свій новий центр, хай ним буде точка U. У момент, коли пряма проходить і через T, і через U, у жовтій частині залишається n точок, а в блакитній стає на одну точку (на точку U) менше — 
[image: image40.wmf]1
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 точка. Утім, коли пряма продовжить обертатися навколо U, точка T потрапить у блакитну півплощину, і в цій частині знов стане m точок. Таким чином, кількість точок у кожній із півплощин не змінюється при переході до нового центра і є інваріантом.
Нехай множина S містить n точок. Доведемо, що для кожної з цих точок існує пряма, яка проходить через цю точку і не проходить через жодну іншу точку множини S, така, що в одній із півплощин, на які ділить площину пряма, міститься рівно 
[image: image41.wmf][/2]
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 точок. Таку пряму назвемо «правильною».

Справді, зафіксуймо деяку точку і проведімо через неї довільну пряму, яка не містить жодної іншої точки множини S. В одній із утворених півплощин («жовтій») буде не більше за 
[image: image42.wmf][/2]
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, а в іншій («блакитній») — не менше за 
[image: image43.wmf][/2]
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 точок. Нехай у жодній із півплощин не міститься рівно 
[image: image44.wmf][/2]
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 точок. Тоді виберемо, наприклад, жовту півплощину і слідкуватимемо за кількістю точок у ній, повільно обертаючи пряму навколо зафіксованого центра. Кількість точок у жовтій півплощині постійно збільшуватиметься або зменшуватиметься на 1 по проходженні прямою щораз нової точки на своєму шляху. Причому рано чи пізно жовта півплощина опиниться там, де раніше була блакитна, тобто буде містити більше за 
[image: image45.wmf][/2]
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 точок. Це означає, що в якийсь момент протягом свого руху жовта півплощина містила рівно 
[image: image46.wmf][/2]
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 точок. У відповідний момент пряма, яка оберталася, була правильною.
Нарешті, виберімо довільну точку множини S і розглянемо правильну пряму, що через неї проходить. Без обмеження загальності можемо припустити, що 
[image: image47.wmf][/2]
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 точок міститься в її жовтій півплощині (можливо, і в блакитній також). Доведемо, що ця пряма задовольняє умову задачі, тобто є шуканою.
Візьмімо довільну точку A множини S. Вибрана пряма безліч разів матиме той самий напрямок, що й правильна пряма точки A, причому або кожного разу, або через раз саме в жовтій півплощині прямої буде міститися 
[image: image48.wmf][/2]
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 точок. У такі моменти пряма мусить проходити через точку A і не може проходити через жодну іншу точку множини S: саме та пряма, що проходить через точку A,  містить у відповідній півплощині 
[image: image49.wmf][/2]
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 точок; паралельно змістивши ж пряму до іншої точки, ми або збільшимо, або зменшимо цю кількість. Отже, через кожну точку пряма проходитиме безліч разів.
3. Розв’язання.  Зробімо підстановку 
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 у співвідношення з умови:
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Виберімо деякі дійсні a й b та використаймо рівність (1) із 
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 та 
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. При цьому одержимо, що 
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Додамо дві останні нерівності: 
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Покладімо 
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Таким чином,
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Припустімо, що 
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що суперечить умові (2). Тому 
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(3)
з умов (2) та (3) ми маємо, що 
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Залишається знайти 
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. Покладімо в (1) 
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 і одержимо, що 
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Але з одержаного вище 
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. Якщо поєднати це з умовою (4), матимемо, що 
[image: image80.wmf](0)0

f

=

.

Другий день

4. Відповідь: 
[image: image81.wmf](21)!!
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Розв’язання. Зауваження. Завжди переважує та шалька терезів, на якій лежить найважча на даний момент узята гиря: це випливає з нерівності 
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 для довільного натурального k.

Позначмо шукану кількість способів через 
[image: image83.wmf]()
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. Доведемо, що 
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, методом математичної індукції. Для 
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 твердження очевидне. Нехай воно справедливе для n гир: 
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. Розгляньмо ситуацію з 
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 гирею.

Нехай набір із 
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 гирі в якийсь спосіб розклали на терезах. Викинувши з послідовності кроків той крок, на якому брали найлегшу гирю (гирю ваги 
[image: image89.wmf]0
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), ми не порушимо умови: права шалька все одно жодного разу не переважить ліву, що випливає із зауваження. Таким чином, спосіб розкладання n гир із вагами 
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 відповідає способу розкладання тієї самої кількості гир із вагами 
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 (лише маси гир збільшились удвічі). Залишилося помножити кількість способів розкласти ці важчі n гир — 
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 згідно з припущенням індукції — на кількість способів докласти найлегшу гирю на якомусь із кроків.

Гирю ваги 1 на першому кроці можна покласти тільки на ліву шальку, але якщо її беруть не на першому кроці, то можуть покласти на будь-яку шальку терезів без порушення умови. Це випливає із зауваження, а також із того, що найважчою гирею на будь-якому кроці після першого не може виявитися гиря ваги 1.

Отже, кількість способів докласти найменшу гирю складає 
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Індукційний перехід завершено.
5. Розв’язання. Нехай цілі числа x та y такі, що 
[image: image99.wmf]()()
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Тоді різниця 
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Покладемо в умові 
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6. Розв’язання. Для того, щоб не розглядати всі можливі розташування точок та прямих, будемо використовувати орієнтовані кути: позначатимемо через 
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 кут, на який треба повернути пряму 
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 проти руху годинникової стрілки до положення, що паралельне прямій 
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Нехай 
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 — трикутник, утворений прямими 
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 (рис. 2). Виберемо на колі 
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 — не діаметр). Аналогічно визначаються точки 
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 та 
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Оскільки точки B й C — середини дуг 
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 і 
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отже 
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 — гомотетичні або переходять один в інший при паралельному перенесенні. Доведімо, що вони гомотетичні з центром  у точці 
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Лема 1. Точка 
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 належить прямій 
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Доведення. Дійсно, точки X і T симетричні відносно прямої BC, оскільки прямі 
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 та 
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 симетричні відносно цієї лінії прямим CT та BT.
Лема 2. Точка 
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 лежить на колі 
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Доведення. Розглянемо випадок, коли 
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 не паралельна жодній із сторін 
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. Інші випадки можна вважати граничними до розглянутого. Позначимо точки перетину прямої 
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 із прямими BC, 
[image: image152.wmf]CA

 та 
[image: image153.wmf]AB

 через 
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 та F відповідно. 
З огляду на симетрію пряма 
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 — бісектриса кута між прямими 
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 — бісектриса кута між прямими 
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 — інцентр або центр зовнівписаного кола 
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Аналогічно,
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а це означає, що точки 
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 — циклічні. Лему доведено.
Нехай 
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 — друга точка перетину 
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 та кола 
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