LXVII Київська міська олімпіада юних математиків

Умови та розв’язки по усіх класах

1 тур

7 клас

1. Чи існують три правильні попарно різні додатні дроби 
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, які задовольняють такі умови:
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Відповідь: так, існують. 

Розв’язання. Так, наприклад, 
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2. Знайдіть найменше натуральне число 
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 таке, що сума 
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 доданків 
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націло ділиться на число:

а) 
[image: image11.wmf]15

;




б) 
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Відповідь: а) 
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, б) 
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Розв’язання. а) Якщо розглянути останню цифру суми 
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, то зрозуміло, що для того, щоб ця сума ділилась на 
[image: image16.wmf]5

, кількість доданків повинна бути кратною п’яти. Далі достатньо розглянути суму п’яти перших доданків і переконатись, що число 
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Очевидно, що 
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 — найменше для цього випадку.

б) Розглянемо остачі при діленні на 
[image: image19.wmf]9

 наведених доданків. З ознаки подільності на 
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 остача числа при діленні на 
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 збігається з остачею суми цифр цього числа. Позначимо через 
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а через 
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 — остачу при діленні на 
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 числа 
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. Тоді послідовно знаходимо: 
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Далі ці остачі періодично з кроком 9 повторюються. Бачимо, що 
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. Залишається сюди додати міркування про те, що 
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 тоді і тільки тоді, коли 
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. Звідси й знаходимо, що мінімальне 
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3. (Рубльов Богдан) а) Чи можна розбити числа 
[image: image41.wmf]1,2,...,17

 на дві групи, у одній з яких буде 6 чисел, а у іншій 11 чисел, таким чином, щоб добуток чисел однієї групи дорівнював сумі чисел іншої групи?

б) Чи можна розбити числа 
[image: image42.wmf]1,2,...,17

 на дві групи таким чином, щоб добуток чисел однієї групи дорівнював сумі чисел іншої групи?
Відповідь: а) не можна; б) можна.

Розв’язання. а) Припустимо, що це зробити можна. Знайдемо суму одинадцяти найбільших чисел — це 
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, а добуток шести найменших чисел дорівнює 
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. Зрозуміло, що при будь-якому іншому розподілі чисел по групах сума може тільки зменшитись (бо зараз у ній додаються найбільші можливі числа) та з аналогічних міркувань добуток може тільки збільшитись. 

б) Задача може мати декілька розв’язків; покажемо, як знайти один з них.

Припустимо, що одна з частин містить 2 числа, позначимо їх 
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 та 
[image: image46.wmf]y

. Якщо підрахувати суму усіх чисел, то вона складає 
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 задовольняє умови, то повинна виконуватись рівність: 
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Останню рівність задовольняють числа 
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що й треба було показати. 

4. Заданий рівнобедрений трикутник 
[image: image59.wmf]ABC

 з вершиною у точці 
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. На основі 
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 вибрана довільна точка 
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 вибираємо таку точку 
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Розв’язання. Позначимо на відрізку 
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 точку 
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, що задовольняє умову 
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 за кутом та двома прилеглими сторонами. Проведемо промінь 
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 за рівними вертикальними кутами та прилеглими сторонами. Тому 
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8 клас 

1. Чи існують дві пари правильних додатних дробів 
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, які задовольняють такі умови:
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Відповідь: так, існують. 

Розв’язання. Так, наприклад 
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2. Доведіть, що серед будь-яких п’яти дільників числа 
[image: image89.wmf]2012
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 знайдуться два, добуток яких є квадратом натурального числа.
Розв’язання Усі дільники числа 
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 мають вигляд 
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 — цілі невід’ємні числа. Розіб’ємо їх усі на 4 типи:
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Якщо вибрані 5 дільників, то за принципом Діріхле принаймні два з них будуть мати один тип. Якщо тепер перемножити ці два дільники, то їхній добуток буде мати вигляд 
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, що й треба було довести.

3. (Білецький Юрій) На колі 
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 вибрані точки 
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 дотикається до відрізка 
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 у точці 
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Розв’язання. Проведемо відрізок 
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4. Відомо, що числа 
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Чи обов’язково виконується також і умова: 
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Відповідь: так, обов’язково. 

Розв’язання. Додамо 
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 до обох частин кожної рівності, і ми можемо розкласти їх на множники таким чином:
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 та, аналогічно, 
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Перемножимо останні дві рівності: 
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Зауважимо, що перехід при скороченні на 
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[image: image434.wmf]C

5. (Ясінський В’ячеслав) По колу розташовані сірі, бурі й малинові числа. Кожне сіре число дорівнює півсумі двох сусідніх з ним чисел, кожне буре число дорівнює сумі двох сусідніх з ним чисел, а кожне малинове — подвоєній сумі двох сусідніх з ним чисел. Відомо, що сума всіх бурих чисел 
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 та сума всіх малинових чисел 
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 не дорівнюють нулю. Знайдіть відношення 
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Розв’язання. Нехай 
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 — три пофарбованих числа, які розташовані по колу поруч (рис. 3). Якщо 
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. Запишемо такі рівності для усіх трійок послідовних чисел і додамо їх. У правій частині одержимо подвоєну суму усіх чисел, а в лівій — подвоєну суму сірих, суму бурих та півсуму малинових. Таким чином, якщо 
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 — сума усіх сірих чисел, 
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 — сума усіх бурих чисел, а 
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 — сума усіх малинових чисел, то 
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Зауважимо, що сірі, бурі та малинові числа справді можна розташувати по колу, задовольнивши умову. Ось приклад такого розташування: 
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9 клас 

1. Порівняйте значення виразів:
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Відповідь: більшим є число 
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Розв’язання. Позначимо через 
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Друге число дорівнює
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2. Задача 7-3.

3. Доведіть, що серед будь-яких дев’яти дільників числа 
[image: image162.wmf]2012
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 знайдуться два, добуток яких є квадратом натурального числа.
Розв’язання Усі дільники числа 
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 мають вигляд 
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 – цілі невід’ємні числа. Розіб’ємо їх усі на 8 типів: два дільники попадають в один клас, якщо у них парність степеня кожного з трьох множників — 
[image: image166.wmf]3

, 
[image: image167.wmf]11

 та 
[image: image168.wmf]61

 — однакова. Таким чином, якщо вибрані 9 дільників, то за принципом Діріхле принаймні два з них будуть мати один тип. Якщо тепер перемножити ці два дільники, то їхній добуток буде мати вигляд 

[image: image169.wmf]m

n

k

2

2

2

61

11

3

×

×
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,
що й треба було довести.
4. (Мисак Данило) Учитель фізкультури планує провести футбольний турнір між 8 шкільними командами в 7 турів. Протягом одного туру кожна команда грає рівно з однією іншою командою. За турнір кожна пара команд має зіграти між собою рівно один раз.

а) Якщо вчитель провів 6 турів так, що жодна пара команд не зустрічалася двічі, чи обов’язково він зможе провести останній тур, не порушивши цієї умови?

б) Якщо вчитель провів 5 турів так, що жодна пара команд не зустрічалася двічі, чи обов’язково він зможе провести ще два тури, не порушивши цієї умови?
Відповідь: а) так; б) ні. 

Розв’язання. а) Оскільки в кожної команди рівно 7 суперників, то після 6-го туру, позаяк жодна пара команд не зустрічалася двічі, кожна команда не грала рівно з однією іншою. Причому ясно, що якщо команда А не грала з командою Б, то команда Б не грала з командою А. Тому всіх учасників можна розбити на 4 пари команд, які не грали між собою, і саме між цими парами провести матчі останнього туру.

б) Проведемо 5 турів у такий спосіб, як це показано в таблиці. На перетині 
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-го рядка та 
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 -го стовпчика вказано, в якому турі грали між собою команди 
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 та 
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. Якщо протягом 5 турів команди не встигли зіграти між собою, відповідна комірка таблиці порожня.

Як видно, протягом останніх двох турів кожні дві з трьох команд 6, 7 та 8 мають зіграти між собою. Це, звичайно, неможливо.
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5. (Нагель Ігор) Трикутник 
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 вписаний у коло, бісектриса 
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 перетинає сторону 
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 трикутника в точці 
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, а описане коло — в точці M. Середня лінія 
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, що паралельна стороні 
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, перетинає 
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 у точці O, пряма 
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 перетинає пряму 
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 в точці N. Доведіть, що навколо чотирикутника 
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 можна описати коло.
Розв’язання. Оскільки 
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 — висота та бісектриса, тому він рівнобедрений. Тобто 
[image: image196.wmf]AC

AN

=

, 
[image: image197.wmf]MC

NM

=

. З рівності

[image: image198.wmf]MBK

MCK

MNK

Ð

=

Ð

=

Ð


випливає, що
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 — вписаний. 
10 клас 

1. Відомо, що рівняння 
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 має корені 
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. Знайдіть корені рівняння 
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Відповідь: 
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[image: image208.wmf]2

2

1

x

x

+

. 

Розв’язання. З теореми Вієта маємо, що 
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, звідки з теореми, оберненої до теореми Вієта, випливає, що це рівняння має корені 
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x

 та 
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2. Для яких натуральних 
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 числа 
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 можна розбити на дві групи по 
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 чисел у кожній таким чином, щоб добуток чисел однієї групи дорівнював сумі чисел іншої групи?

Відповідь: тільки для 
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Розв’язання. Припустимо, що це зробити можна. Знайдемо суму 
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 найбільших чисел — це 
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, а добуток 
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 найменших чисел дорівнює 
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. Зрозуміло, що при будь-якому іншому розподілі чисел по групах сума може тільки зменшитись (бо зараз у ній додані найбільші можливі числа) та з аналогічних міркувань добуток може тільки збільшитись. Тобто для можливості такого розбиття необхідно, щоб виконувалась нерівність:
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При 
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 маємо, що 
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, тобто 
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, а з цієї нерівності випливає, що 
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. Тому залишається розглянути тільки такі випадки. 
При 
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 сума чотирьох найбільших — це 
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, а добуток чотирьох найменших — це 
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. Якщо поміняти принаймні 2 числа у цих групах, навіть ті, що найменше зменшують суму та найменше збільшують добуток, тобто розглянути такі вирази: 
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то бачимо, що добуток вже більший від суми. Аналогічна нерівність буде мати місце при усіх інших змінах чисел у групах. Тобто це неможливо. 
при 
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 це зробити можна: 
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при 
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 неможливість просто показується перебором.
3. (Гоголєв Андрій) Знайти усі такі функції 
[image: image241.wmf]:

f

®

¡¡

, для яких для кожного дійсного 
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 виконується умова: 
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Відповідь: таких функцій не існує.

Розв’язання. Якщо підставити по черзі 
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 та 
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які суперечать одна іншій. Звідси й випливає, що таких функцій не існує.

4. Задача 9-5.

5. (Ясінський В’ячеслав) Знайти усі пари натуральних чисел 
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 — квадрати цілих чисел.

Відповідь: 
[image: image251.wmf](1;1),(3;5),(5;3),(11;21),(21;11)

.

Розв’язання. Нехай 
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 та 
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 — такі натуральні числа, що виконується умова задачі. Без обмеження загальності будемо вважати, що 
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Розглянемо ці випадки.

Якщо 
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, то після розкриття дужок та зведення подібних маємо рівність парного та непарного чисел: 
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Отже, 
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Залишається ефективно зробити перебір. Оскільки 
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, то цей множник може дорівнювати лише дільнику числа 
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 — не цілі, тому для цього випадку розв’язків немає.
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 та 
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 — не цілі, тому для цього випадку розв’язків немає.

Внаслідок симетрії маємо наведені розв’язки. 

11 клас 

1. Задача 10-1.

2. (Рубльов Богдан) Знайдіть два найменших послідовних натуральних числа, кожне з яких має суму цифр, яка кратна 11. 
Відповідь: 
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 та 
[image: image308.wmf]2900000

.

Розв’язання. Якщо менше з цих чисел не закінчується на цифру 9, то їхні суми цифр відрізняються на 1, тому умову не задовольняють. 

Позначимо шукані числа таким чином: 
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Підберемо найменше натуральне 
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3. (Нагель Ігор) Всередині трикутника 
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 — точку 
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 вдруге перетинає сторону 
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 у точці N; коло, що проходить через точки 
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 вдруге перетинає сторону 
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 у точці Q. Доведіть, що 
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Розв’язання. Проведемо відрізки 
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 та 
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 та продовжимо промінь 
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 і виберемо на ньому довільну точку 
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 (рис. 6). За побудовою чотирикутники 
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Тому чотирикутник 
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 — вписаний. Крім того, за умовою це трапеція (або паралелограм), а тому це рівнобічна трапеція (або прямокутник). Звідси вона має рівні діагоналі, тому 
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4. (Лішунов В., Рубльов Б.) У фірми є 
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 співробітників, кожний з яких має зарплатню 
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. Керівник вирішив кожного місяця підвищувати їм зарплатню таким чином: одному на 1, іншому на 2, ..., останньому на 
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 (при цьому порядок, у якому працівники отримують підвищення, може бути різним). За яких умов на числа 
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, він зможе за скінченну кількість кроків зробити зарплатню в усіх однаковою?
Відповідь: 
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Розв’язання. Спершу зауважимо, що за один місяць усі працівники в сумі отримують підвищення 
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Нехай керівнику вдалося зрівняти зарплати, і після m місяців зарплатня в усіх стала однаковою й рівною деякому числу k. Тоді сума зарплат працівників з одного боку дорівнює сумі початкових зарплат та всіх підвищень, тобто 
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, а з іншого боку складає 
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Звідси 
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, і, отже, це є необхідною умовою для того, щоб керівник зміг зробити всі зарплати однаковими. Доведемо, що така умова є й достатньою, тобто якщо 
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, то зробити зарплати однаковими справді можна.

Покажемо спершу, що керівник може зробити так, щоб не лише подвоєна сума, а й сама сума зарплат усіх працівників ділилася на n (відразу або після кількох підвищень). Якщо n — непарне число, то 
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Хай тепер n — парне, тобто 
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 ділиться на n. Залишається розібрати випадок, коли l непарне, тобто 
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Отже, навіть якщо спочатку сума зарплат не ділилася на n, керівник уже після одного місяця зможе забезпечити виконання такої умови. Тепер можемо й будемо без втрати загальності вважати, що 
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Щоб зрівняти зарплати, керівник має повторювати таку операцію. На кожному наступному кроці слід вибрати працівника m з найменшою на даний момент зарплатнею та працівника M з найбільшою зарплатнею. При цьому якщо однакову найменшу чи найбільшу зарплату одержують відразу кілька працівників, можна вибрати довільного з них. Працівнику m першого після початку операції місяця треба збільшити зарплатню на 2, а другого місяця збільшити зарплату на n. Працівнику M першого місяця слід збільшити зарплатню на 1, а другого — на 
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. Решті працівників першого місяця можна підвищувати зарплатню довільним чином, і якщо i-й працівник одержав підвищення 
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[image: image400.wmf]1

i

np

+-

. В підсумку у працівника m зарплатня збільшиться на 
[image: image401.wmf]2

n

+

, у співробітника M — на n, а в решти працівників — на 
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. Така дія або зблизить мінімальну та максимальну зарплатню, або — якщо і найменшу, і найбільшу зарплату отримували відразу кілька працівників — зменшить кількість працівників із найменшою та найбільшою зарплатнею.

Це означає, що після достатньої кількості повторень операції різниця між максимальною та мінімальною зарплатою не перевищуватиме 1, тобто 
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 співробітників фірми отримуватимуть зарплату k, а решта 
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 працівників матимуть зарплату 
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. Оскільки кожна операція триває два місяці, загальна сума підвищення протягом операції складає 
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, тобто ділиться на n. А оскільки початкова сума зарплат також була кратною n, то й остаточна сума зарплат усіх працівників повинна ділитися на це число. Названа сума дорівнює 
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. Отже, після підвищень усі n працівників матимуть однакову зарплату k.
5. (Добосевич Олесь) Для додатних чисел 
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Розв’язання. Нерівність, що потрібно довести, можна переписати як 
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З нерівності Коші — Буняковського 
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Доведемо допоміжну нерівність: для довільних додатних 
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Внаслідок однорідності лівої частини можемо вважати, що 
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Скористаємось цим твердженням. 
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Таким чином, 
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Тоді отримуємо, що достатньо довести, що 
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Якщо домножити обидві частини на знаменник дробу й розкрити дужки, це рівносильне такій нерівності:


[image: image430.wmf]222222

6

xyxyyzyzzxzxxyz

+++++³

,
що випливає з нерівності між середніми (Коші) для шести чисел:
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Нерівність доведена.
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Рис. 1





Рис. 2
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Рис. 3
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Рис. 4





Рис. 5
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Рис. 6
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