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Ìàòåìàòè÷íèé áié �4. Ñòàðøà ëiãà. Ãðóïà A

2 âiäñîòêè ëþäåé � äóìàþòü, 3 âiäñîòêè � äó-

ìàþòü, ùî âîíè äóìàþòü, à 95 âiäñîòêiâ êðàùå

ïîìðóòü, íiæ áóäóòü äóìàòè.

Äæ.Á. Øîó

1. Äàíî òðèêóòíèê ABC. Òî÷êè D i E âçÿòi íà ïðÿìié AB â ïîðÿäêó: D,A,B, E,
ïðè÷îìó AD = AC i BE = BC . Áiñåêòðèñè êóòiâ A i B ïåðåòèíàþòü ïðîòè-
ëåæíi ñòîðîíè òðèêóòíèêà â òî÷êàõ P i Q, à îïèñàíå êîëî � â òî÷êàõ M i
N âiäïîâiäíî. Ïðÿìà, ïðîâåäåíà ÷åðåç òî÷êó A i öåíòð îïèñàíîãî êîëà òðè-
êóòíèêà BME, ïåðåòèíà¹ ïðÿìó, ïðîâåäåíó ÷åðåç òî÷êó B i öåíòð îïèñàíîãî
êîëà òðèêóòíèêà AND, â òî÷öi X 6= C. Äîâåäiòü, ùî CX ⊥ PQ.

2. Ïîñëiäîâíiñòü (an)
∞
n=1 âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: a1 = 3, a2 = 11 i an = 4an−1 − an−2

äëÿ n > 3. Äîâåäiòü, ùî êîæåí ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
a2 + 2b2 äëÿ äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ a òà b.

3. Íåõàé ABCD � ïðàâèëüíèé òåòðàåäð, E � òî÷êà íà ñôåði, îïèñàíié íàâêîëî
òåòðàåäðà, ÿêà äiàìåòðàëüíî ïðîòèëåæíà òî÷öi A. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè X

ïðîñòîðó äîâåäiòü íåðiâíiñòü

BX+ CX+
√
2EX >

√
3DX.

×è ìîæå äëÿ äåÿêèõ òî÷îê ïðîñòîðó ñïðàâäæóâàòèñÿ ðiâíiñòü?

4. Íåõàé p � ïðîñòå, q � öiëå, ùî íå äiëèòüñÿ íà p. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ íåñêií-
÷åííî áàãàòî k ∈ N, òàêèõ, ùî pq äiëèòü qk + 1− k.

5. Çíàéòè óñi ìíîãî÷ëåíè P i Q ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ íå-
ñêií÷åííî áàãàòî n ∈ N òàêèõ, ùî P(1)P(2) . . . P(n) = Q(n!).

6. Íà êîëi äîâæèíè 6k âiäìiòèëè 3k äóã: k äóã äîâæèíè 1, k äóã äîâæèíè 2

i k äóã äîâæèíè 3 (äóãè íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê, îêðiì, ìîæëèâî, êiíöiâ).
Äîâåäiòü, ùî íà êîëi çíàéäóòüñÿ äâi äiàìåòðàëüíî ïðîòèëåæíi òî÷êè, ÿêi
áóäóòü êiíöÿìè äåÿêèõ äóã.

7. Äîâåäiòü, ùî áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ f : Q → R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

|f(x) − f(y)| 6 (x− y)2 äëÿ âñiõ x, y ∈ Q,

¹ êîíñòàíòîþ.

8. Íà äîøöi çàïèñàíi ÷èñëà 1, 2, . . . , 24. Êîæíî¨ õâèëèíè ÷èñëà a, b, c, ùî ¹ íà
äîøöi, ìîæíà çàìiíèòè íà

2b+ 2c− a

3
,
2c+ 2a− b

3
,
2a+ 2b− c

3
.

×è ìîæíà ñïîäiâàòèñÿ, ùî êîëèñü íà äîøöi ç'ÿâèòüñÿ ÷èñëî, áiëüøå, íiæ 70?



9. Íà ñòîëi ëåæèòü 1234567890 ìîíåò. Çà îäèí õiä äîçâîëÿ¹òüñÿ çàáðàòè äîâiëü-
íó äîäàòíó êiëüêiñòü ìîíåò, ùî íå ïåðåâèùó¹ ñóìè öèôð ÷èñëà ìîíåò, ÿêi
íà ìîìåíò ïåðåä õîäîì ëåæàëè íà ñòîëi. Äâî¹ ãðàâöiâ õîäÿòü ïî ÷åðçi. Âè-
ãðà¹ òîé ç íèõ, ïiñëÿ õîäó ÿêîãî íà ñòîëi íå çàëèøèòüñÿ ìîíåò. Õòî âèãðà¹ çà
ïðàâèëüíî¨ ãðè: ïåðøèé ÷è äðóãèé ãðàâåöü?

10. Â òðèêóòíèê ABC âïèñàíî êîëî ω. P i Q � òàêi òî÷êè íà ñòîðîíàõ AB i AC

âiäïîâiäíî, ùî âiäðiçîê PQ ïàðàëåëüíèé BC i äîòèêà¹òüñÿ ω. Íåõàé F i E �
òî÷êè äîòèêó ñòîðií AB i AC ç êîëîì ω âiäïîâiäíî, M � ñåðåäèíà âiäðiçêà
PQ, T � òî÷êà ïåðåòèíó EF i BC. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìà TM äîòèêà¹òüñÿ äî ω.


