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1. Íåõàé a1, a2, · · · , an − ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, 2, · · · , n. Äëÿ 1 ≤ k ≤ n, íåõàé Fk = {ai|ai <
ak, i > k} i Gk = {ai|ai > ak, i < k}. Äîâåäiòü, ùî

∑n
k=1 |Fk| =

∑n
k=1 |Gk|.

2. Äàíî íàòóðàëüíi ÷èñëà m,n, S = {1, 2, · · · , n}. Ñêiëüêè iñíó¹ ïîñëiäîâíîñòåé ç m ïiäìíîæèí
T1, T2, · · · , Tm ⊆ S òàêèõ, ùî T1 ∪ T2 ∪ · · · ∪ Tm = S?

3. Íåõàé m,n > 1 − íàòóðàëüíi ÷èñëà, S − ìíîæèíà ç n åëåìåíòiâ, A1, A2, · · · , Am ⊂ S. Âiäîìî,
ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðè åëåìåíòiâ x, y ç S iñíó¹ òàêà ìîæèíà Ai, ùî àáî x ∈ Ai, y /∈ Ai àáî
y ∈ Ai, x /∈ Ai. Äîâåäiòü, ùî 2m ≥ n.

4. Â òàáëèöi 2010× 2010 êîæíà êëiòèíêà ïîôàðáîâàíà â îäèí ç ÷îòèðüîõ êîëüîðiâ. Ðîçôàðáîâêà
íàçèâà¹òüñÿ ãàðìîíi÷íîþ ÿêùî êîæåí êâàäðàò 2×2 ìiñòèòü êëiòèíêè óñiõ 4 êîëüîðiâ. Çíàéäiòü
êiëüêiñòü âàðiàíòiâ ãàðìîíi÷íèõ ðîçôàðáîâîê.

5. Äîâåäiòü, ùî êiëüêiñòü âàðiàíòiâ ðîçáèòòÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íà ðiçíi íàòóðàëüíi äîäàíêè
äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðîçáèòòÿ n íà íåïàðíi äîäàíêè.

6. � b õëîïöiâ òà g äiâ÷àò, g ≥ 2b−1. Êîæåí õëîïåöü çàïðîøó¹ îäíó ç äiâ÷àò íà òàíîê. Äîâåäiòü,
ùî öå ìîæëèâî çðîáèòè òàêèì ÷èíîì, ùîá êîæåí õëîïåöü òàíöþâàâ ç äiâ÷èíîþ ÿêó âií çíà¹
àáî óñi äiâ÷àòà ÿêèõ âií çíà¹ íå òàíöþâàëè.

7. Íåõàé k − íàòóðàëüíå ÷èñëî. Â ïåâíié êîìïàíi¨ äi¹ íàñòóïíà àêöiÿ: êîæåí, õòî ïðèäáàâ ñîìáðå-
ðî ìîæå ïðèâåñòè ðiâíî äâîõ iíøèõ ïîêóïöiâ, ùî ùå íå ïðèäáàëè éîãî. ßêùî êîæåí ç íèõ
ñïðèÿâ òîìó, ùî ùå íå ìåíøå íiæ k íîâèõ ëþäåé ïðèäáàëè ñîìáðåðî, òî öåé ïîêóïåöü îòðè-
ìó¹ iíñòðóêöiþ ç âèêîðèñòàííÿ. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî âñüîãî n ëþäåé ïðèäáàëè ñîìáðåðî, òî íå
áiëüøå íiæ n

k+2 ç íèõ îòðèìàëè iíñòðóêöiþ ç âèêîðèñòàííÿ.

8. Äàíà òàáëèöÿ m×n. Øëÿõîì íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü êëiòèíîê ó ÿêié êîæíi äâi ïîñëiäîâíi
êëiòèíêè ¹ ñóñiäíiìè. Êîæíà êëiòèíêà òàáëèöi ïîôàðáîâàíà â ÷îðíèé àáî áiëèé êîëið. Íåõàé
N − êiëüêiñòü ðîçôàðáîâîê òàáëèöi òàê, ùîá iñíóâàâ øëÿõ ç ïðàâî¨ ñòîðîíè äî ëiâî¨, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç ÷îðíèõ êëiòèíîê. Íåõàé M − êiëüêiñòü ðîçôàðáîâîê òàáëèöi òàê, ùîá
iñíóâàëî ïðèíàéìíi äâà òàêèõ øëÿõà, ùî íå ìàþòü ñïiëüíèõ êëiòèíîê. Äîâåäiòü, ùî N2 ≥
2mnM .

9. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n çíàéäiòü êiëüêiñòü ïåðåñòàíîâîê a1, a2, · · · , an ÷èñåë 1, 2, · · · , n
òàêèõ, ùî 2(a1 + · · ·+ ak) äiëèòüñÿ íà k äëÿ êîæíîãî 1 ≤ k ≤ n.

10. Äëÿ íàòóðàëüíèõ m,n íåõàé f(n,m) − êiëüêiñòü ïîñëiäîâíîñòåé (x1, x2, · · · , xn) ç n öiëèõ
÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó |x1|+ · · ·+ |xn| ≤ m. Äîâåäiòü, ùî f(m,n) = f(n,m).

11. Íåõàé f(a, b, c) − öå êiëüêiñòü ñïîñîáiâ çàïîâíåííÿ êîæíî¨ êëiòèíêè òàáëèöi a × b ÷èñëîì ç
ìíîæèíè {1, 2, · · · , c} òàê, ùîá êîæíå ÷èñëî â òàáëèöi áóëî íå ìåíøå çà ÷èñëà, ùî çíàõîäÿòüñÿ
â íèæíié òà ëiâié ñóñiäíiõ êëiòèíêàõ. Äîâåäiòü, ùî f(a, b, c) = f(c− 1, a, b+ 1).

12. Ïåðåñòàíîâêà π ÷èñåë 1, 2, · · · , 2n ìà¹ âëàñòèâiñòü P ÿêùî |π(i)− π(i+ 1)| = n äëÿ äåÿêîãî i.
Äîâåäiòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ïåðåñòàíîâîê, ùî ìàþòü âëàñòèâiñòü P áiëüøå
íiæ òèõ, ùî ¨¨ íå ìàþòü.

13. Íåõàé S − ìíîæèíà ç n åëåìåíòiâ i íåõàé A1, A2, · · · , Ak − k ðiçíèõ ïiäìíîæèí S. Äîâåäiòü, ùî
êiëüêiñòü ïiäìíîæèí S, ùî íå ìiñòÿòü æîäíî¨ ç ìíîæèí Ai áiëüøà àáî äîðiâíþ¹ 2n

∏k
i=1(1−

1
2|Ai|

.

14. Íåõàé n − íàòóðàëüíå ÷èñëî i S = {a1 = 1, a2, · · · , am} − ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.
Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî n ≤ m i ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë T = {b1, b2, · · · , bn}
òàêà, ùî:
à). Óñi ïiäìíîæèíè T ìàþòü ðiçíó ñóìó åëåìåíòiâ.
á). Ñåðåä öèõ ñóì çóñòði÷àþòüñÿ ÷èñëà a1, a2, · · · , an.



15. Íåõàé n, d − íàòóðàëüíi ÷èñëà, ïðè÷îìó n äiëèòüñÿ íà d. Ðîçãëÿíåìî óñi òàêi ïîñëiäîâíîñòi
(x1, x2, · · · , xn) ç n ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ n i x1 + · · ·+ xn
äiëèòüñÿ íà d. Äîâåäiòü, ùî ðiâíî ïîëîâèíà òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó xn = n.


