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Êîìàíäíà îëiìïiàäà. Ñòàðøà ëiãà

Òàê ðàçâå ýòî áûë íàñòîÿùèé çàâòðàê? � âî-

çðàçèë Ïîí÷èê. � Ýòîò çàâòðàê áûë ïðîáíûé,

òàê ñêàçàòü, ÷åðíîâîé, òðåíèðîâî÷íûé.

Í.Íîñîâ ¾Íåçíàéêà íà Ëóíå¿

1. Äëÿ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë a, b, c äîâåñòè íåðiâíiñòü√
2a2 + bc+

√
2b2 + ca+

√
2c2 + ab > 3

√
ab+ bc+ ca.

2. Íà êîëi äàíî n òî÷îê (n > 1). Íåõàé iíòåðâàë � öå äóãà ìiæ áóäü-ÿêèìè
äâîìà òî÷êàìè ç äàíèõ n, F � ìíîæèíà òàêèõ iíòåðâàëiâ, ùî êîæåí iíòåðâàë
iç F ¹ ïiäìíîæèíîþ ùîíàéáiëüøå ùå îäíîãî iíòåðâàëó ç F . Íàçâåìî iíòåðâàë
ìàêñèìàëüíèì, ÿêùî âií íå ¹ ïiäìíîæèíîþ æîäíîãî iíøîãî iíòåðâàëó. Íåõàé
m � êiëüêiñòü ìàêñèìàëüíèõ iíòåðâàëiâ F i a � êiëüêiñòü íåìàêñèìàëüíèõ
iíòåðâàëiâ. Äîâåñòè, ùî m+ a

2
6 n.

3. Äîâåñòè, ùî íå iñíó¹ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë x, y i z, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

x2y4 − x4y2 + 4x2y2z2 + x2z4 − y2z4 = 0.

4. Íà ïðÿìîêóòíié äåêàðòîâié ïëîùèíi âiäìiòèëè 51 òî÷êó ç öiëèìè êîîðäèíà-
òàìè òàê, ùî äîâæèíè âiäñòàíåé ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà òî÷êàìè � ðiçíi öiëi
÷èñëà. Äîâåñòè, ùî áiëüø, íiæ 49% âiäñòàíåé � ïàðíi ÷èñëà.

5. Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî i p � òàêå ïðîñòå, ùî 1 < p < n. Äîâåñòè, ùî
÷èñëî

(2p+ 1)n3 + 6n(12 + 22 + · · ·+ p2)

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè 2p+ 1 ðiçíèõ ïîâíèõ êóáiâ.

6. Ó ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC òî÷êà H � îðòîöåíòð, òî÷êà M � ñåðå-
äèíà ñòîðîíè AC, òî÷êà C1 � ïðîåêöiÿ òî÷êè C íà ñòîðîíó AB, H1 � òî÷êà,
ñèìåòðè÷íà H âiäíîñíî ïðÿìî¨ AB. Íåõàé P,Q i R � ïðîåêöi¨ òî÷êè C1 íà
ïðÿìi AH1, AC i BC âiäïîâiäíî, M1 � òàêà òî÷êà, ùî öåíòð îïèñàíîãî êîëà
òðèêóòíèêà PQR ¹ ñåðåäèíîþ âiäðiçêà MM1. Äîâåñòè, øî òî÷êà M1 íàëå-
æèòü âiäðiçêó BH1.

7. Çíàéòè óñi ôóíêöi¨ f : R → R, ùî äëÿ âñiõ x, y ∈ R çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

y2f(x) + x2f(y) + xy = xyf(x+ y) + x2 + y2.

8. Ó ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC, äå AC 6= BC, òî÷êà O � öåíòð îïèñàíîãî
êîëà. Òî÷êè P i Q � òàêi, ùî ÷îòèðèêóòíèêè BOAP i COPQ � ïàðàëåëîãðà-
ìè. Äîâåñòè, ùî òî÷êà Q � îðòîöåíòð òðèêóòíèêà ABC.


