6-Й ВСЕУКРАЇНСЬКИЙ ТУРНІР МАТЕМАТИЧНИХ БОЇВ 

ІМЕНІ І. І. ЛЯШКА
Математична карусель
Молодша ліга. Вихідний рубіж
1. Відповідь: 45. 

Розв’язання. Останньою цифрою числа не може бути 0, оскільки тоді й перші дві мали би бути нулями. Якщо ж остання цифра числа дорівнює k, 
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, то перша цифра числа може змінюватися в межах від 1 до k, тоді друга, щоб у сумі з першою давати k, змінюватиметься від 
[image: image2.wmf]1
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 до 0 включно. Таким чином, для останньої цифри k матимемо рівно k чисел, що задовольняють умову. Всього таких чисел, отже, буде 
[image: image3.wmf]12...945.
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2. Відповідь: 33.
Розв’язання. Оскільки місця 2014 та 2045 розташовані в одному вагоні, у вагоні місць не може бути менше від 
[image: image4.wmf]20452014132
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. Із другої ж умови — що місця 2508 та 2542 містяться в різних несусідніх вагонах — випливає, що у вагоні не може бути більше від 
[image: image5.wmf]25422508133
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 місць. Залишається розглянути два випадки. Якби у вагоні було 32 мі́сця, місця́ 2014 та 2045 були б у різних вагонах: у 63-му і 64-му відповідно. Якщо ж у вагоні 33 місця, то й 2014-те, і 2045-те місце розташовані у 62-му вагоні; місця 2508 та 2548 містяться відповідно у 76-му та 78-му вагонах, які не є сусідніми. Таким чином, у вагоні 33 місця.
3. Відповідь: 16. 

[image: image704.wmf]D

Розв’язання. Хай на вихідному рубежі було x задач, k з яких команда розв’язала правильно. Тоді команда розв’язала правильно також 
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 задач залікового рубежу і неправильно розв’язала рівно 
[image: image7.wmf]xk
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 задач вихідного рубежу. Тому в сумі вона отримала 
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 балів, звідки 
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Зауважмо, що умова задачі несуперечлива, і на вихідному рубежі справді могло бути 16 задач. Приміром, усі 10 правильно розв’язаних командою задач могли бути задачами залікового рубежу, при цьому всі 16 задач вихідного рубежу команда могла розв’язати неправильно, набравши при цьому якраз 
[image: image10.wmf]3101614
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 балів.
4. Відповідь: 
[image: image11.wmf]60.
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Розв’язання. Із властивості бісектриси 
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, тобто катет BC вдвічі менший за гіпотенузу (рис. 1). Звідси 
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5. Відповідь: 4.

Розв’язання. Шляхом нескладного перебору можна переконатися, що попарно різних трикутників є 4: на рис. 2 це трикутники ABC, DBE, AEB та AED.
6. Відповідь: 
[image: image14.wmf](5,7),(7,5).

 
Розв’язання. Запишімо задану рівність як 
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109

xxyy

++=

. Без обмеження загальності будемо вважати, що 
[image: image16.wmf]xy
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. Тоді маємо: 
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. Залишається перебрати відповідні варіанти.
7. Відповідь: 
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Розв’язання. Зробімо такі перетворення: 
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8. Відповідь: сумарна площа однакова для обох випадків.

[image: image706.wmf]B

Розв’язання. Позначмо сторону квадрата через a. У першому випадку сторона малого квадрата дорівнює 
[image: image24.wmf]1
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, радіус вписаного в нього круга — 
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, а площа цього круга, відповідно, 
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. Сумарна площа всіх кругів складає тоді 
[image: image27.wmf]22
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. У другому випадку сторона квадратика дорівнює 
[image: image28.wmf]1
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, радіус вписаного в нього круга — 
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, а площа цього круга — 
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. Тож сумарна площа всіх кругів і в цьому випадку дорівнює 
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9. Відповідь: один з можливих варіантів зображений на рис. 3.

10. Відповідь: 37 956.

Розв’язання. Якби Костя викреслив не останню цифру, то його сума вийшла би парним числом. Таким чином, було викреслено останню цифру, і, позначивши задумане хлопцем число як 
[image: image32.wmf]abcde

, можемо записати:
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Отже, якщо від числа 41 751 відняти цифру e, повинна вийти різниця, кратна 11. Це дозволяє однозначно встановити останню цифру задуманого числа: 
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Це означає, що Костя задумав число 
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11. Відповідь: 
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Розв’язання. Розглянемо рівність: 
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З неї випливає, що число 
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 ділиться на 
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. Таке можливо лише при 
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, оскільки для натуральних x справедлива нерівність 
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. Якщо ж 
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, то твердження з умови, очевидно, справджується.
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12. Відповідь: 3.
Розв’язання. Позначимо на продовженні сторони AD за вершину A трапеції точку K таку, що 
[image: image46.wmf]KABC
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 (рис. 4). Тоді ACBK — паралелограм, 
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, а трикутник KBD — прямокутний. Відомо, що 
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, тож точка M — середина гіпотенузи KD. Тоді середня лінія трапеції дорівнює
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13. Відповідь: наприклад, 14, 178, 27, 57, 590, 2345, 36, 467.

14. Відповідь: 7.
Розв’язання. Серед усіх чисел від 1 до 10 лише одне ділиться на просте число 7 — саме число 7. Тому це число мусить належати до першої групи, а частка, відповідно, не може бути меншою за 7. Покажемо, з іншого боку, що числа можна підібрати таким чином, щоб частка дорівнювала 7: у першу групу візьмемо числа 3, 4, 6, 7 та 10, а в другу групу — 1, 2, 5, 8 і 9: 
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15. Відповідь: 4.
Розв’язання. Кожен із шести доданків 
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 дорівнює 
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. Сума буде найбільшою тоді, коли якомога більша кількість доданків дорівнюватиме 1 і якомога менша кількість дорівнюватиме 
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. Усі доданки бути одиницями не можуть, адже тоді 
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Якщо ж 
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, то лише один із шести доданків буде від’ємним (
[image: image62.wmf]1
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), а сума складатиме 4.
16. Відповідь: 
[image: image63.wmf]150.
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[image: image708.wmf]D

Розв’язання. Розглянемо дві сусідні сторони n-кутника і побудовані на них квадрати (рис. 5). Оскільки, виходячи з умови, 
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 має бути правильним, 
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, тобто кут правильного 2n-кутника складає 
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З іншого боку, якщо 
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, то кут правильного n-кутника складає 
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 рівносторонній, а утворений вершинами квадратів 2n-кутник справді правильний.

17. Відповідь: 7.
Розв’язання. Нехай із прямокутника вдалося вирізати n квадратів завбільшки 
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. Зрозуміло, що 
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. Тому якщо 
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n

³

, то 6-й, 7-й та 8-й квадрати мають розміри відповідно 
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 або більші. Жодні два з трьох таких квадратів не можна розташувати у прямокутнику «вертикально», бо 
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. З іншого боку, усі три такі квадрати не можна розмістити й «горизонтально», бо 
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. Отже, 
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А 7 квадратів різного розміру вирізати з прямокутника 
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 досить просто. Приклад показаний на рис. 6.
18. Відповідь: 
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Розв’язання. Перепишемо вираз таким чином:
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Маємо, що 
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, звідки 
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. Залишається перебрати усі цілі дільники числа 8: умову задовольняють лише 
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19. Відповідь: 33.
Розв’язання. Позначимо кількості точок червоного, синього та зеленого кольорів через R, B та G відповідно. Якщо червоних точок R, то проміжків між ними 
[image: image94.wmf]1
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, і в кожному проміжку, згідно з умовою, має бути хоча б одна синя точка. Звідси 
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. Аналогічно, 
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Оскільки 100 не можна подати ні як 3B, ні як 
[image: image102.wmf]31
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 для цілих B, можемо записати, що 
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. Звідси 
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Насамкінець необхідно зауважити, що коли розташувати на прямій 34 червоні точки, між ними розставити 33 сині точки, між синіми — 32 зелені, а також дорисувати ще одну зелену точку в довільне місце на прямій, отриманий набір точок задовольнятиме умову.
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20. Відповідь: 6.
Розв’язання. Нехай 
[image: image105.wmf]FADBE
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 (рис. 7). У трикутнику ABE бісектриса AF є висотою, тому він рівнобедрений, звідки 
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Молодша ліга. Заліковий рубіж 

1. Відповідь: 256.
Розв’язання. Число ділитиметься на 4 тоді й лише тоді, коли дві його останні цифри утворюють число, що ділиться на 4. Із цифр 1 та 2 можна скласти рівно одне двоцифрове число, кратне 4: 12. Перші ж вісім цифр числа можуть бути довільними. Загальна кількість варіантів складає 
[image: image107.wmf]8
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2. Відповідь: 858687.
Розв’язання. Нехай із трьох послідовних двоцифрових чисел найменше дорівнює 
[image: image108.wmf]ab

. Тоді шестицифрове число можна подати як 
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. Оскільки це число за умовою ділиться на просте число 17, 
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, а 
[image: image111.wmf]1010117

/

M

, на 17 повинно ділитися й 
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. Найбільшим двоцифровим числом, що кратне 17, є 85. Утворене з нього шестицифрове число 858687 справді ділиться на 17, отже є відповіддю.
3. Відповідь: 1.
Розв’язання. Оскільки з-поміж усіх чисел непарних є рівно 
[image: image113.wmf]20211
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, тобто непарна кількість, одержати в результаті парне число 0 нам не вдасться. Покажемо, як можна отримати число 1.

Для довільного натурального k значення виразу 
[image: image114.wmf]2222
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 (*). Скориставшись цим, будь-які 8 послідовних квадратів можна зробити нулем. Учинимо так із числами 
[image: image115.wmf]222
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 (їх рівно 
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). Залишається розставити знаки перед числами 
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. Для 16 квадратів 
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 знову скористаємось (*), щоб отримати 16. Нарешті, з п’яти чисел, що залишилися, утворимо число 
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4. Відповідь: 4.
Розв’язання. Хай на шостому відрізку відмічено x точок. На третьому, четвертому та п’ятому відрізках відмічено по п’ять точок. Це означає, що вони перетинаються з усіма іншими відрізками. Приберімо ці три відрізки. Тоді кількість точок перетину на інших трьох відрізках зменшиться на 3 і дорівнюватиме 0, 1 та 
[image: image120.wmf]3

x

-

 відповідно на першому, другому та шостому відрізках. Тепер зрозуміло, що 
[image: image121.wmf]31
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, оскільки шостий відрізок має перетинатися з другим і не може перетинатися з першим відрізком. Звідси 
[image: image122.wmf]4
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Залишилось навести приклад розташування відрізків, яке задовольняє умову — див. рис. 8. 
5. Відповідь: 9.

Розв’язання. Нехай кількість п’ятірок у числі дорівнює x, а нулів, відповідно, — 
[image: image123.wmf]10
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[image: image124.wmf]110
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). Число ділитиметься на 9 тоді й лише тоді, коли сума його цифр 5x ділитиметься на 9, тобто коли 
[image: image125.wmf]9
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. Десятицифрове число з дев’яти п’ятірок та одного нуля можна утворити у 9 способів: поставити 0 на друге, третє, …, десяте місце.
6. Відповідь: 32 числа. 
Розв’язання. Оскільки 
[image: image126.wmf]3
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 — добуток трьох послідовних чисел, на 3 він ділиться завжди. Необхідно і достатньо, щоб цей добуток поділився на 16. 

Якщо n — парне, то 
[image: image127.wmf]1
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[image: image128.wmf]1

n

+

 — непарні. Тоді на 16 повинно ділитися саме число n. Отже, в такому випадку 
[image: image129.wmf]{2000,2016,2032,2048,2064,2080,2096}

n

Î

; відповідних значень усього 7.

Якщо n — непарне, то 
[image: image130.wmf]1

n

-

 та 
[image: image131.wmf]1

n

+

 — парні, але не можуть водночас бути кратними 4. Тож необхідно й достатньо, щоб одне з них ділилося на 8.

Якщо 
[image: image132.wmf]18

n

-

M

, то 
[image: image133.wmf]1{2000,2008,2016,...,2096}

n

-Î

; відповідних значень для n — 13. Якщо ж 
[image: image134.wmf]18

n

+

M

, то 
[image: image135.wmf]1{2008,2016,2024,...,2096}

n

+Î

; відповідних значень для n — 12.

Таким чином, усього 
[image: image136.wmf]7131232

++=

 числа задовольняють умову.
7. Відповідь: щонайменше 6 чисел.
Розв’язання. Нехай дріб 
[image: image137.wmf]1

11

 не витерто. Сума/різниця решти нестертих чисел дасть нескоротний дріб, знаменник якого є дільником числа НСК(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12), а тому не може дорівнювати 11. Отже, ні сума, ні різниця такого дробу та числа 
[image: image138.wmf]1

11

 не буде нулем. З аналогічних міркувань витерти необхідно й числа 
[image: image139.wmf]1

7

, 
[image: image140.wmf]1

8

 та 
[image: image141.wmf]1

9

. Розберімося тепер із дробами 
[image: image142.wmf]1

5

 та 
[image: image143.wmf]1

10

. Якщо витерти хоча б один із них, то доведеться витерти й інший (з тих самих міркувань, що й раніше). Нехай не витерто жоден із них. Тоді, враховуючи знаки, поставлені перед цими числами, вони можуть дати одне з чисел 
[image: image144.wmf]3

10

±

 або 
[image: image145.wmf]1

10

±

. Із решти чисел, як і раніше, не можна утворити дробу зі знаменником 10. Таким чином, обидва числа 
[image: image146.wmf]1

5

 та 
[image: image147.wmf]1

10

 також обов’язково слід витерти.
[image: image712.wmf]A

Тепер витремо всі 6 чисел, які необхідно витерти, а між рештою чисел поставимо знаки таким чином: 
[image: image148.wmf]11111

234612
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8. Відповідь: 
[image: image149.wmf]50.

ABC

Ð=°


Розв’язання. Відкладемо на промені 
[image: image150.wmf]MD

 відрізок 
[image: image151.wmf]1

DBDC

=

 (рис. 9). Тоді 
[image: image152.wmf]1

BMBM
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, 
[image: image153.wmf]1

AMBCMB

D=D

, 
[image: image154.wmf]1

ABMMBC
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 і 
[image: image155.wmf]1

CABACB
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. Крім того, 
[image: image156.wmf]1

CDB

D

 — рівнобедрений, тому 
[image: image157.wmf]11

DBCDCB
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. Тоді можемо записати:

[image: image158.wmf]111

,

ACBABMACBMBCACBDCBACBCAB
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отже 
[image: image159.wmf]75.
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Звідси 
[image: image160.wmf]18050.

ABCCABACB
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9. Відповідь: 34.
Розв’язання. Маємо 49 пар чоловіків-сусідів. Рівно у 15 з них правий чоловік вищий за свого лівого сусіда. Отже, рівно у 34 парах ліві чоловіки вищі за своїх правих сусідів.
10. Відповідь: розв’язків немає.

Розв’язання. Перепишемо це рівняння у такому вигляді: 
[image: image161.wmf]2

[,]

xxyy

=-

. У правій частині кожен із двох доданків ділиться на y, тому 
[image: image162.wmf]xy

M

, а отже 
[image: image163.wmf][,]

xyx
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. Тоді рівняння набуває вигляду 
[image: image164.wmf]2

xyx

+=

, звідки 
[image: image165.wmf]0

y

=

, що суперечить тому, що y — натуральне. Таким чином, розв’язків рівняння не має.
11. Відповідь: 140.
[image: image713.wmf]C

Розв’язання. Нехай фальшива перлина коштує p, а справжня важить m. Тоді справжня перлина коштує 7p, а фальшива важить 5m. Хай також у купі, що важить, як 170 фальшивих перлин, а коштує, як 170 справжніх, є x фальшивих перлин та y справжніх. Маємо систему рівнянь:

[image: image166.wmf]71707,
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[image: image167.wmf]Û

 
[image: image168.wmf]71707,
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Система має єдиний розв’язок: 
[image: image169.wmf]140

x

=

, 
[image: image170.wmf]150

y

=

. Отже, кількість фальшивих перлин у купі дорівнює 140.

12. Відповідь: 
[image: image171.wmf]60.

°

 

Розв’язання. Відкладімо на промені AD відрізок 
[image: image172.wmf]AKAB

=

 (рис. 10). 
[image: image173.wmf]BAK

D

 — рівнобедрений із кутом при вершині 
[image: image174.wmf]60

BAK

Ð=°

, тож він правильний. Звідси 
[image: image175.wmf]BKBA

=

. Точка K лежить поза трикутником ABC, бо 
[image: image176.wmf]60.

ABKABC
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 Крім того, 
[image: image177.wmf]KDADAKADABAC
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, а 
[image: image178.wmf]180120

BKDBKABAC
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. Тоді за двома сторонами та кутом між ними 
[image: image179.wmf]BKDBAC

D=D

, звідки 
[image: image180.wmf]BDBC

=

, а також 
[image: image181.wmf]60

DBCDBKCBKCBACBK
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. Тому 
[image: image182.wmf]CBD

D

 — рівнобедрений із кутом при вершині 
[image: image183.wmf]60

°

, тобто всі його кути дорівнюють 
[image: image184.wmf]60

°

.
13. Відповідь: 0.
Розв’язання. Після кожного ходу остача від ділення на 7 суми всіх записаних на дошці чисел зберігається. Тож 
[image: image185.wmf]98712...1987(mod7)

x

+º+++

, а оскільки обидва числа 987 та 
[image: image186.wmf]19871988

2

12...19871987994

×
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 діляться на 7, 
[image: image187.wmf]0(mod7)

x

º

. Число 987, записане на дошці разом із x, не може бути остачею від ділення на 7, отже остача, записана на дошці останньою, — число x. Звідси 
[image: image188.wmf]0.
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14. Відповідь: 
[image: image189.wmf](1,7),(13,1),(6,0),(0,12).

----


Розв’язання. Перепишімо рівняння таким чином: 
[image: image190.wmf](32)12

xyy
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. 
[image: image191.wmf]320

y

+¹

, тому 
[image: image192.wmf]1232
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, звідки 
[image: image193.wmf]383(12)(32)32

yyy

=-+++

M

. Отже, 
[image: image194.wmf]32

y
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 — цілий дільник числа 38, тобто одне з чисел 
[image: image195.wmf]1

±

, 
[image: image196.wmf]2

±

, 
[image: image197.wmf]19

±

, 
[image: image198.wmf]38

±

. Тоді y може набувати таких цілих значень: 
[image: image199.wmf]{7,1,0,12}

y
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. Кожному з них відповідає ціле x: 
[image: image200.wmf]{1,13,6,0}

x

Î--

.

15. Відповідь: 
[image: image201.wmf](2,6).


[image: image714.wmf]A

Розв’язання. Нехай 
[image: image202.wmf](,)
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, 
[image: image203.wmf][,]

mny

=

. Оскільки, як добре відомо, 
[image: image204.wmf]xymn

=

, задане в умові рівняння набуває вигляду 
[image: image205.wmf]1

3

yxxy
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[image: image206.wmf]Þ

 
[image: image207.wmf](3)(3)9

xy

-+=

. Числа x та y — натуральні, тому 
[image: image208.wmf]33

y
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 — додатний дільник 9, тобто 
[image: image209.wmf]39

y
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 і 
[image: image210.wmf]31

x
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. Звідси 
[image: image211.wmf]6

y

=

, 
[image: image212.wmf]2

x
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 і, після нескладного перебору, 
[image: image213.wmf]2,

m

=

 
[image: image214.wmf]6.
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16. Відповідь: 9.
Розв’язання. Нехай K та L — середини сторін AB і CD трапеції (рис. 11). Позначимо кути 
[image: image215.wmf]BAP

a
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, 
[image: image216.wmf]CDP

b
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. Тоді за умовою 
[image: image217.wmf]BPC

ab
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. Крім того, оскільки  
[image: image218.wmf]BPA

Ð

 — прямий, 
[image: image219.wmf]PKAK

=

, а 
[image: image220.wmf]KPAKAP
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. Аналогічно, 
[image: image221.wmf]LPD

b
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. Обчислимо величину того з кутів 
[image: image222.wmf]KPL

Ð

 (можливо, більшого за розгорнутий), який містить 
[image: image223.wmf]BPC

Ð

:


[image: image224.wmf](90)()(90)180.
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Отже, точка P лежить на прямій KL. Тоді 


[image: image225.wmf]222,

BCADKLKPPLABCD
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звідки 
[image: image226.wmf]8659.
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Лишилося зауважити, що побудувавши трапецію з основами 5 і 9 та бічними сторонами 6 і 8 та відмітивши на її середній лінії точку P, яка ділить її на відрізки довжини 3 і 4 (3 — від меншої бічної сторони, 4 — від більшої), ми отримаємо конструкцію, яка справді задовольняє умову задачі.

17. Відповідь: 6.
Розв’язання. Позначимо кількість грошей у день i через 
[image: image227.wmf]i

a

. Нехай уперше правдою фраза була на 8-й день. Те, що твердження було правдивим протягом шести днів, виражається нерівностями:

[image: image228.wmf]681
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[image: image229.wmf]792
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[image: image230.wmf]8103
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[image: image231.wmf]9114
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[image: image232.wmf]10125
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[image: image233.wmf]11136
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Якщо, наприклад, 
[image: image234.wmf]1234
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, 
[image: image235.wmf]5
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, 
[image: image236.wmf]6
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, 
[image: image237.wmf]7
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, 
[image: image238.wmf]8
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, 
[image: image239.wmf]9
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, 
[image: image240.wmf]10
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, 
[image: image241.wmf]11
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, 
[image: image242.wmf]12

19

a

=

, 
[image: image243.wmf]13
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, усі нерівності дійсно справджуються. 

Якщо ж припустити, що твердження було правдивим і на 7-й день, тобто що виконується нерівність 
[image: image244.wmf]12147
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, то дістаємо суперечність:

[image: image245.wmf]71210861197
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18. Відповідь: 4.
Розв’язання. Очевидно, що 
[image: image246.wmf]3

m
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 та 
[image: image247.wmf]2

n

>

, бо інакше сума в лівій частині рівності перевищуватиме 1. Якщо, з іншого боку, 
[image: image248.wmf]9
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, то 
[image: image249.wmf]3
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, а тоді 
[image: image250.wmf]3
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[image: image251.wmf]Þ

 
[image: image252.wmf]2
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 — розв’язків не буде. 
Далі досить перебрати значення 
[image: image253.wmf]49

m

££

. Чотири з них дають натуральні розв’язки 
[image: image254.wmf](,)

mn

: 
[image: image255.wmf](4,8),

 
[image: image256.wmf](5,5),

 
[image: image257.wmf](6,4)

 та 
[image: image258.wmf](9,3).


19. Відповідь: 24 та 42.

Розв’язання. Нехай число x містить n цифр, 
[image: image259.wmf]3
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. Тоді 
[image: image260.wmf]1
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, 
[image: image261.wmf]1
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 і 
[image: image262.wmf]()9
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, а отже

[image: image263.wmf]22
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Таким чином, x може мати не більше ніж дві цифри. Одноцифровим x бути не може, адже тоді 
[image: image264.wmf]1000

xy

×<

. Якщо ж x двоцифрове, тобто 
[image: image265.wmf]10

xab

=+

, задана рівність набуває такого вигляду:


[image: image266.wmf](10)(10)1000
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[image: image267.wmf]Û

 
[image: image268.wmf]22
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Звідси 
[image: image269.wmf]10

ab

<

, тобто залишається перебрати пари цифр (1, 1), (1, 2), …, (1, 9), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 3). Із них підходить лише пара (2, 4), яка відповідає числам 24 та 42.
20. Відповідь: 
[image: image270.wmf]60.

°


[image: image715.wmf]B

Розв’язання. Відкладемо на стороні AB відрізок 
[image: image271.wmf]AKBECF

==

 (рис. 12). Тоді 
[image: image272.wmf]DAKDCF

D=D

 за двома сторонами 
[image: image273.wmf]DADC

=

, 
[image: image274.wmf]AKCF

=

 та кутом між ними. Звідси 
[image: image275.wmf]DKDFDE

==

, тому 
[image: image276.wmf]KDE

D

 — рівнобедрений, і 
[image: image277.wmf]DKEDEK

Ð=Ð

. Тепер можемо записати, що 
[image: image278.wmf]AKDBED

D=D

, бо 
[image: image279.wmf]AKBE
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, 
[image: image280.wmf]KDED
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 і кути між сторонами рівні: 
[image: image281.wmf]180180

AKDEKDKEDBED

Ð=°-Ð=°-Ð=Ð

. Із рівності  трикутників AKD та BED випливає рівність їхніх сторін 
[image: image282.wmf]ADBD
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. Тож 
[image: image283.wmf]ABD

D

 — рівносторонній, а 
[image: image284.wmf]60.
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Зауважимо, що якщо 
[image: image285.wmf]60

BAD

Ð=°

, то міркування можна провести у зворотному напрямі, звідки дістанемо рівність сторін DE та DF трикутника DEF. Враховуючи рівність трикутників 
[image: image286.wmf]BDE

D

 та 
[image: image287.wmf]CDF

D

 за трьома сторонами, маємо рівність кутів 
[image: image288.wmf]BDECDF

Ð=Ð

. Із неї неважко отримати, що 
[image: image289.wmf]60

EDF
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, тобто що трикутник DEF — правильний.
Середня ліга. Вихідний рубіж 

1. Відповідь: 
[image: image290.wmf]37.
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Розв’язання. Нехай 
[image: image291.wmf]2
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, а 
[image: image292.wmf]2
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=++

. Задана в умові рівність записується тоді так:


[image: image293.wmf](1)(10010)(10000100)(1)(10010)(10000100)
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Після зведення подібних вона набуває вигляду 
[image: image294.wmf]3737
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. Звідси 
[image: image295.wmf](37)(37)

fg

=

.
Якщо, з іншого боку, 
[image: image296.wmf]()()
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 для деякого 
[image: image297.wmf]37
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, то 
[image: image298.wmf]axbpxq
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, звідки після віднімання справедливої рівності 
[image: image299.wmf]3737
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 маємо, що 
[image: image300.wmf](37)(37)
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, а отже 
[image: image301.wmf]ap
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. Враховуючи умову 
[image: image302.wmf](1)(10)(100)(1)(10)(100)
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, можемо стверджувати, що тоді й 
[image: image303.wmf]bq
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, але це суперечить тому, що f та g різні.
2. Відповідь: нескінченно багато.
[image: image716.wmf]C

Розв’язання. Оскільки 
[image: image304.wmf]3
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, рівняння з умови рівносильне такому: 
[image: image305.wmf]2
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. Тепер можна взяти довільне натуральне n, покласти 
[image: image306.wmf]2
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 та 
[image: image307.wmf]32
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 і отримати в такий спосіб новий розв’язок рівняння в натуральних числах. Отже, розв’язків нескінченно багато. 

3. Задача № 3 молодша ліга вихідний рубіж. 

4. Відповідь: 
[image: image308.wmf]3282

+

 або 
[image: image309.wmf]32
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Розв’язання. Можливі два випадки, зображені на рис. 13. Розглянемо їх почергово. 

· Нехай 
[image: image310.wmf]3
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. Позначимо 
[image: image311.wmf]BDx
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. Тоді 
[image: image312.wmf]3
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 і 
[image: image313.wmf]4
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. Скористаємось тим, що трикутники ADB та ADC — прямокутні:


[image: image314.wmf]2222

128169

ADxxx

=-=-

 
[image: image315.wmf]Þ

 
[image: image316.wmf]2

16

x

=

 
[image: image317.wmf]Þ

 
[image: image318.wmf]4.

x

=


Отже, 
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, а периметр трикутника дорівнює 
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· Нехай 
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. Позначимо 
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, тоді 
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, а 
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. Скористаємось і в цьому випадку тим, що трикутники ADB та ADC — прямокутні:
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Отже, 
[image: image330.wmf]16
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, а периметр дорівнює 
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5. Відповідь: 
[image: image332.wmf](0,0,0,0),(3,3,3,3),(3,3,3,3).
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Розв’язання. Віднімімо від першого рівняння друге й одержимо, що 
[image: image333.wmf]()
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Якщо 
[image: image334.wmf]xt
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, то можемо поділити на 
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: матимемо, що 
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. Підставивши це, наприклад, у перше рівняння системи, дістанемо, що 
[image: image337.wmf]0
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. Це означає, що y та z різних знаків або нулі. Але тоді 
[image: image338.wmf]1
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 — суперечність. Отже, 
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. З аналогічних міркувань рівними мають бути всі змінні системи.

Залишається підставити рівність 
[image: image340.wmf]xyzt
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 у будь-яке з рівнянь. Одержимо, що 
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6. Задача № 6 молодша ліга вихідний рубіж. 

7. Відповідь: 15 годин 20 хвилин. 

Розв’язання. Уважатимемо, що швидкість кожного транспортного засобу визначається дійсним числом: додатним, якщо засіб рухається в певному фіксованому напрямі; від’ємним, якщо засіб рухається у протилежному напрямі; нулем, якщо засіб стоїть на місці. Якщо до швидкостей автомобіля, мотоцикла, мопеда та велосипеда додати по одному й тому самому числу, моменти їхніх зустрічей не зміняться. Якщо швидкість автомобіля дорівнює v, додамо до швидкостей усіх чотирьох транспортних засобів по 
[image: image343.wmf]v
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. Після такої операції швидкість автомобіля стане нульовою, тобто можемо вважати, що автомобіль стоїть на місці. Нехай швидкості мотоцикла, мопеда та велосипеда дорівнюють тепер 
[image: image344.wmf]1
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 та 
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 відповідно. З умови випливає, що ці всі швидкості різні і не дорівнюють нулю (інакше два транспортні засоби або завжди рухалися б поряд, або не зустрілися б узагалі). Також можемо стверджувати, що 
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 одного знаку, тобто мотоцикл, мопед та велосипед рухаються в одному напрямі: якби, наприклад, мотоцикл та мопед рухалися в різних напрямках, вони не змогли б зустрітися після 16-ї години, коли останній із них перетнув точку, де стоїть автомобіль. Тепер можемо знайти співвідношення пар швидкостей: 
[image: image350.wmf]12
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, бо проміжок шляху від точки, де стоїть автомобіль, до точки, де зустрілися мотоцикл та мопед, мотоцикл проїхав за 1 годину, а мопед — за 5. Аналогічно, 
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. Якщо x — час у годинах, коли зустрілися велосипед і мопед, то 
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8. Відповідь: 15.
Розв’язання. Нехай бічні сторони трапеції перетинаються в точці S (рис. 14). Трикутники 
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 подібні. 
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, а 
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. Тому 
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 та 
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. Таким чином, найменше значення суми 
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 досягається при 
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 і складає 15. 

9. Задача № 9 молодша ліга вихідний рубіж. 

10. Задача № 10 молодша ліга вихідний рубіж. 

11. Відповідь: 
[image: image370.wmf](2,1,1).


Розв’язання. Із першого рівняння системи 
[image: image371.wmf]xy
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, тобто 
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. Отже, 
[image: image378.wmf]2

x

=

. Далі, 
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. Залишилося підставити трійку (2, 1, 1) і пересвідчитися, що вона задовольняє систему.
12. Відповідь: 
[image: image381.wmf]45.
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Розв’язання. З умов задачі маємо, що 
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. Тоді 
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, і отже трикутник — рівнобедрений прямокутний із кутами 
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13. Відповідь: від 40 до 75 включно.
[image: image718.wmf]M

Розв’язання. Зрозуміло, що 75 кубиків можуть мати грані усіх трьох кольорів, а більше кубиків — ні, оскільки не матимуть грані принаймні одного — зеленого — кольору. Питання, якою може виявитися найменша кількість кубиків, що мають грані усіх трьох кольорів, еквівалентне такому: якою може бути найбільша кількість кубиків, що не мають грані принаймні одного кольору — такі кубики назвімо поганими. Червоної грані не мають за умовою 20 кубиків, синьої — 15, а зеленої — 25. Максимальну кількість поганих кубиків матимемо у випадку, якщо всі названі кубики різні: тоді їх рівно 
[image: image389.wmf]20152560
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. Отже, найменша можлива кількість кубиків, що не є поганими, —  
[image: image390.wmf]1006040.
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[image: image719.wmf]K


14. Задача № 14 молодша ліга вихідний рубіж. 

15. Задача № 15 молодша ліга вихідний рубіж. 

16. Задача № 16 молодша ліга вихідний рубіж. 

17. Відповідь: 4.
[image: image720.wmf]1
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Розв’язання. Один багатокутник має складатися із 
[image: image391.wmf]44
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 клітинок. Шляхом нескладного перебору можна встановити, що з 4 клітин можна утворити 5 різних багатокутників (рис. 15), але розрізати квадрат вдасться лише для 4 із них (рис. 16). Щодо п’ятої фігури — аби переконатися, що на чотири фігури такого вигляду квадрат розрізати неможливо, досить «покрити» відповідною фігуркою довільну кутову клітину квадрата і спробувати покрити одну із суміжних кутових клітин (на рис. 17 — нижню ліву).
18. Задача № 18 молодша ліга вихідний рубіж. 

19. Задача № 19 молодша ліга вихідний рубіж. 

[image: image721.wmf]2
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20. Відповідь: 
[image: image392.wmf]3.


Розв’язання. Позначимо точку перетину діагоналей прямокутника через O. Сторона BC не може перевищувати або бути рівною стороні AB прямокутника, бо в такому випадку 
[image: image393.wmf]FAO
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, але основа перпендикуляра, опущеного з точки E на BD (позначмо її як G) лежить усередині відрізка BO. Тож пряма FG не може проходити через точку E, хоча й повинна. Таким чином, 
[image: image394.wmf]ABBC
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 (рис. 18).

Позначимо 
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. Тоді 
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, звідки 
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. Далі, з умов задачі випливає, що точки A, B та F лежать на колі з центром у точці E. Тому 
[image: image398.wmf]EFEB

=

, і 
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. А тоді 
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. Тепер бачимо, що 
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, звідки 
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Зауважимо, що для прямокутника зі співвідношенням сторін 
[image: image404.wmf]3
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 міркування можна провести у зворотному напрямку, щоб показати, що умова задачі дійсно справджується.
Середня ліга. Заліковий рубіж 

1. Задача № 1 молодша ліга заліковий рубіж. 

2. Задача № 2 молодша ліга заліковий рубіж. 

3. Задача № 3 молодша ліга заліковий рубіж. 

[image: image722.wmf]3
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4. Відповідь: обидві мінімальна та максимальна площі — 4.
Розв’язання. Легко зрозуміти, що довжина катета трикутника BCE дорівнює 2. Розглянемо довільну трапецію ABCD, що задовольняє умову задачі (рис. 19). Нехай F — середина сторони BC. Відрізок EF — середня лінія трапеції. У прямокутному трикутнику ECF гіпотенуза 
[image: image405.wmf]5
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, а висота, проведена до гіпотенузи, дорівнює 
[image: image406.wmf]2
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. Тоді 
[image: image407.wmf]24
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. Таким чином, площа трапеції не залежить від її розташування і завжди дорівнює 4.
5. Відповідь: 50.
Розв’язання. Будемо розглядати пари монет, що лежать поруч. Усього таких пар 99. Називатимемо пару білою, якщо обидві монети пари лежать догори орлом чи обидві лежать догори решкою. Відповідно, будемо називати пару чорною, якщо одна монета пари лежить догори орлом, а інша — догори решкою. Спершу всі 99 пар монет чорні. Після певної кількості ходів усі пари мають стати білими. Нехай за деякий хід ми перегорнули всі монети з номерами від a до b включно, 
[image: image408.wmf]ab
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. Якщо 
[image: image409.wmf]1
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, пара з монет a та 
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 поміняла свій колір на протилежний. Аналогічно, якщо 
[image: image411.wmf]100
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, пара з монет b та 
[image: image412.wmf]1
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 змінила свій колір на протилежний. Решта пар не могли змінити свій колір. Таким чином, кожен хід «перефарбовує» не більше ніж дві пари. Отже, нам знадобиться принаймні 
[image: image413.wmf]99
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 ходів, щоб змінити колір усіх пар із чорного на білий.
З іншого боку, за 50 ходів перегорнути всі монети догори орлом можна у тривіальний спосіб: перегортати по одній ті монети, що лежать догори решкою.
6. Задача № 6 молодша ліга заліковий рубіж. 

7. Задача № 7 молодша ліга заліковий рубіж. 

8. Задача № 8 молодша ліга заліковий рубіж. 
9. Відповідь: 21.
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Розв’язання. Спершу оцінимо можливу величину k для квадрата 
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, а потім підставимо 
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Нехай 
[image: image416.wmf]i
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 — кількість відмічених точок (клітинок) у рядку з номером i, 
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. Загальна кількість відмічених точок складає k, тобто 
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. Якщо в деякому рядку відмічено певну пару клітинок, то в жодному іншому рядку не могли відмітити цю ж пару клітинок. Таким чином, кожній парі клітинок 
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, відповідає щонайбільше один рядок, у якому таку пару було відмічено. Оскільки в i-му рядку є рівно 
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 пар відмічених клітинок, а всього можливих пар є 
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, справджується оцінка:
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Застосувавши нерівність між середнім арифметичним та середнім квадратичним для невід’ємних чисел 
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Розв’яжемо останню нерівність при 
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Залишається навести приклад 21 відміченої точки, жодні чотири з яких не є вершинами прямокутника зі сторонами, паралельними до сторін квадрата — див. рис. 20.
10. Задача № 10 молодша ліга заліковий рубіж. 

11. Задача № 11 молодша ліга заліковий рубіж. 

12. Відповідь: 10.
Розв’язання. Із властивостей висот трикутника маємо:


[image: image437.wmf]11
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Отже, якщо буде показано, що існує трикутник, який задовольняє умову задачі і має площу 10, відповідь знайдено. Якщо такий трикутник справді існує, для нього повинні виконуватися рівності: 
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. Маємо, що це — прямокутний трикутник із прямим кутом у вершині A та катетами 
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. Зосталося перевірити лише, що 
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. Дійсно, гіпотенуза такого трикутника дорівнює 
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13. Відповідь: 170. 

Розв’язання. Нехай у першій купці x камінців, а в другій — y. Через t позначимо кількість камінців, які слід перекласти із другої купки в першу, щоб у першій стало в 6 разів більше камінців, ніж у другій. Маємо такі співвідношення: 
[image: image447.wmf]2(100)100
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 та 
[image: image448.wmf]6()
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. Розв’язавши систему з цих двох рівнянь відносно x та y, матимемо:

[image: image449.wmf]1507
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Щоб x та y були цілими, необхідно і достатньо, щоб 
[image: image451.wmf]150711
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, причому що менше t, то меншим буде значення x. Шляхом перебору знайдемо, що найменше натуральне t, для якого 
[image: image452.wmf]150711
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, дорівнює 10. Тоді 
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, а 
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. Позаяк кількість камінців у першій купці більша за 100, а в другій — більша за 
[image: image455.wmf]10
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, умова задачі для даного значення t справджується, а значення 
[image: image456.wmf]170
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 є найменшим можливим.
14. Задача № 14 молодша ліга заліковий рубіж. 

15. Відповідь: 
[image: image457.wmf]4,12.
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Розв’язання. Хай 
[image: image458.wmf](6;6),(3;3),(6;6),(3;3)

axbxcydy

=-=-+=+=-

rr

rr

. Тоді

[image: image459.wmf]22222222

||||(6)6(3)3(6)6(3)3||||.

abxxyycd

+=-++-+=++--+=-

rr

rr


З іншого боку, оскільки 
[image: image460.wmf](3;9)
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Це означає, що 
[image: image463.wmf]||||||90

abab

+=+=

rr

rr

 і 
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 може справджуватися лише в тому випадку, якщо вектори 
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. Аналогічно, вектори 
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 мусять бути колінеарними, звідки 
[image: image473.wmf]63

63

yy

+-

=

 
[image: image474.wmf]Þ

 
[image: image475.wmf]12

y

=

. Підставивши пару 
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 в умову, пересвідчимось, що значення виразів з обох боків рівні і складають 
[image: image478.wmf]90.


16. Задача № 16 молодша ліга заліковий рубіж. 

17. Задача № 17 молодша ліга заліковий рубіж. 

18. Відповідь: 99.
Розв’язання. Нехай числа мають вигляд 
[image: image479.wmf]ab

, 
[image: image480.wmf]cd

 та 
[image: image481.wmf]ef

, де a, b, c, d, e, f — ненульові цифри. Тоді умову задачі можна записати як три такі рівності:
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Якщо додати рівності та звести подібні члени, одержимо співвідношення:

[image: image485.wmf]19()8().
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Оскільки числа 19 та 8 взаємно прості, 
[image: image486.wmf]19
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, а звідси, враховуючи, що b, d та f — ненульові цифри, 
[image: image487.wmf]19
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 та 
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 дорівнює, отже,
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Зауважимо, що трійки чисел, які задовольняють умову, справді існують. Одна з таких трійок, приміром, — числа 18, 36 і 45.
19. Відповідь: вираз може дорівнювати лише числу 3.
Розв’язання. Легко зрозуміти, що жодне з чисел не може дорівнювати нулю, бо якщо, наприклад, 
[image: image493.wmf]0

a

=

, то 
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, що суперечить тому, що числа попарно різні. Нехай 
[image: image495.wmf]sabc
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. Додавши три рівності з умови, отримаємо:

[image: image496.wmf]sabbccas

=+++

 
[image: image497.wmf]Þ

 
[image: image498.wmf]0.

abbcca

++=


Останнє рівняння можна переписати так: 
[image: image499.wmf]()

abcbc

+=-

. Якби 
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. Додавши ці три рівності, матимемо:

[image: image512.wmf]22222

22()22

sabcssabbccasss

=++-=-++-=-

 
[image: image513.wmf]Þ

 
[image: image514.wmf]2

30.

ss

-=


Одержали квадратне рівняння для s, розв’язками якого є 
[image: image515.wmf]1
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 та 
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[image: image517.wmf]0
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 — суперечність. Залишається лише варіант 
[image: image521.wmf]3
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Зауважимо, що трійка чисел a, b, c, які задовольняють умову задачі, справді існує. Можна показати, що такою буде трійка розв’язків рівняння 
[image: image522.wmf]32

330

xx

-+=

, розташованих у порядку спадання (та її циклічні зсуви).
20. Задача № 20 молодша ліга заліковий рубіж. 

Старша ліга. Вихідний рубіж 

1. Задача № 1 середня ліга вихідний рубіж. 

2. Задача № 2 середня ліга вихідний рубіж. 

3. Відповідь: 
[image: image523.wmf]{1,1,23,23}.
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Розв’язання. Уведімо змінну 
[image: image524.wmf]22
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. Рівняння перепишеться у вигляді 
[image: image525.wmf]224
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. Воно справджуватиметься тоді й лише тоді, коли 
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, тобто коли 
[image: image527.wmf]2
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[image: image529.wmf]2

1

xxx

-+=±

 дає рівняння 
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 без коренів; варіант 
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 дає рівняння 
[image: image533.wmf]2
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 із коренем 
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[image: image535.wmf]2
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 із коренями 
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4. Задача № 4 середня ліга вихідний рубіж. 

5. Задача № 5 середня ліга вихідний рубіж. 

6. Задача № 6 молодша ліга вихідний рубіж. 

7. Задача № 7 середня ліга вихідний рубіж. 

8. Задача № 8 середня ліга вихідний рубіж. 

9. Відповідь: 7290.
Розв’язання. Розіб’ємо всі точки на пари, що симетричні відносно центральної точки із координатами 
[image: image537.wmf](5,5,5)

: пару точці 
[image: image538.wmf](,,)
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 становитиме точка 
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. Єдиною точкою без пари буде сама центральна точка 
[image: image540.wmf](5,5,5)

. Сума її найменшої та найбільшої координати — 10. А для довільної пари точок 
[image: image541.wmf](,,)
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 та 
[image: image542.wmf](10,10,10)
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 така сума дорівнює 20. Справді, без втрати загальності можемо вважати, що x — найменше, а y — найбільше з чисел x, y, z. Тоді 
[image: image543.wmf]10
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. Їхня сума дорівнює 
[image: image548.wmf](10)(10)20
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Загальна кількість пар точок — 
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. Шукана сума, отже, дорівнює
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10. Задача № 10 молодша ліга вихідний рубіж. 

11. Відповідь: 
[image: image551.wmf](0,1),(1,0).


Розв’язання. Якщо 
[image: image552.wmf]0
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Це суперечить першому рівнянню системи. Аналогічно, не може бути й 
[image: image557.wmf]0
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. Але якщо 
[image: image558.wmf],0
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, то з першого рівняння системи 
[image: image559.wmf],1
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. Із другого рівняння тоді випливає, що рівно одне з чисел дорівнює 1. Тоді, з першого рівняння, інше число повинно дорівнювати 0. Пари чисел (0, 1) та (1, 0) і є розв’язками системи.
12. Задача № 12 середня ліга вихідний рубіж. 

13. Задача № 13 середня ліга вихідний рубіж. 

14. Задача № 14 молодша ліга вихідний рубіж. 

15. Відповідь: 5151.
Розв’язання. Коефіцієнт при 
[image: image560.wmf]100
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 дорівнює кількості доданків вигляду 
[image: image561.wmf]pqr
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, після розкриття дужок. Інакше кажучи, нас цікавить кількість невід’ємних цілих розв’язків рівняння 
[image: image563.wmf]100
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. Коли 
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 таких розв’язків 100, коли 
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 розв’язок лише один. Загалом маємо 
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 розв’язок.
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16. Відповідь: 
[image: image575.wmf]80.
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Розв’язання. Побудуймо коло з центром у точці M та радіусом 
[image: image576.wmf]MBMC
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 (рис. 21). На цьому колі лежить також і вершина A, оскільки 
[image: image577.wmf]2
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17. Задача № 17 середня ліга вихідний рубіж. 

18. Задача № 18 молодша ліга вихідний рубіж. 

19. Задача № 19 молодша ліга вихідний рубіж. 

20. Задача № 20 середня ліга вихідний рубіж. 

Старша ліга. Заліковий рубіж 

1. Відповідь: 8 грн.
Розв’язання. Позначимо через F(n) кількість одиниць у двійковому записі натурального числа n і доведемо, що найменший штраф, який доведеться сплатити, щоб розбити купку із n камінців на n купок з одного камінця, складає рівно 
[image: image579.wmf]()1
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Лема. Для довільних натуральних 
[image: image580.wmf]1
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[image: image581.wmf]2
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 справджується нерівність 
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Доведення. Нехай спершу 
[image: image583.wmf]2
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[image: image584.wmf]2
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 у двійковій системі — це одиниця в 
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-му (якщо рахувати з кінця числа) розряді, а при додаванні одиниці в деякому розряді загальна кількість одиниць у записі 
[image: image586.wmf]1
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 або збільшується на 1 (якщо в цьому розряді у числа 
[image: image587.wmf]1
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 стояв нуль), або не змінюється (якщо в цьому розряді у 
[image: image588.wmf]1
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 стояла одиниця, а в наступному — нуль), або навіть зменшується (якщо в цьому і в кількох наступних розрядах у 
[image: image589.wmf]1
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 стояли одиниці). Таким чином, 
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Якщо тепер записати довільне натуральне 
[image: image591.wmf]2
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 як суму степенів двійки 
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[image: image595.wmf]112
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Тепер, коли лему доведено, скористаймося методом математичної індукції. Твердження для купки із 
[image: image596.wmf]1
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 камінця, звичайно ж, виконується. Нехай 
[image: image597.wmf]1

n

>

. Число n можна у тривіальний спосіб розбити на F(n) степенів двійки, сплативши штраф 
[image: image598.wmf]()1
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. Далі всі F(n) купок можна розкласти на одиничні, не сплачуючи більше нічого. Отже, найменший штраф не перевищує 
[image: image599.wmf]()1
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З іншого боку, розглянемо два способи, у які можна здійснити перше розбиття купки: розбити її на дві рівних (це можливо, лише якщо n — парне) або на дві нерівних купки. У першому випадку матимемо за індукційним припущенням штраф 
[image: image600.wmf]2((2)1)2(()1)()1
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. У другому випадку, якщо купку розбито на 
[image: image601.wmf]1
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 та 
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 камінців, штраф за індукційним припущенням дорівнюватиме 
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. Таким чином, мінімальний штраф не може бути також і меншим від 
[image: image604.wmf]()1
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. Індукційне твердження доведене.
Залишилося розбити число 2011 на степені двійки: 
[image: image605.wmf]201110245122561286416821
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[image: image606.wmf](2011)9
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, а найменший штраф, який доведеться сплатити, — 8 грн.
2. Відповідь: 121, 141, 171, 313 та 666.
Розв’язання. Нехай 
[image: image607.wmf]abc
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Віднімемо від першої рівності другу й матимемо, що 
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Припустимо, що 
[image: image613.wmf]ac

¹

. Якби числа 
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 та 99 були взаємно простими, то 
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 — суперечність. Отже, число 
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 або ділиться на 3, або ділиться на 11. 

Якщо 
[image: image618.wmf]13
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, то 
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але 
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Отже, перша із записаних на початку розв’язку рівностей виконуватися не могла б.

Якщо 
[image: image622.wmf]111
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, то 
[image: image623.wmf]10(mod11)
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у той час як 
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Звідси мали би, що 
[image: image626.wmf]1021(mod11)
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. Такої цифри b не існує.
Отже, 
[image: image631.wmf]ac
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. Обидві початкові рівності стають у такому випадку однаковими та набувають вигляду 
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. Віднімемо від обох частин вираз 
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Таким чином, шуканими є ті й лише ті значення a та b, для яких 
[image: image635.wmf]811121
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. Тепер послідовно перебираємо можливі значення a від 1 до 9 та для кожного шукаємо відповідні значення b від 0 до 9, при яких подільність має місце.
3. Відповідь: 
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Розв’язання. Перепишімо систему в такій формі: 
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де 
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[image: image645.wmf]21

zc

=+

. Перемноживши три рівняння останньої системи, знайдемо, що 
[image: image646.wmf]22
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. Поділимо кожну з двох рівностей 
[image: image649.wmf]60
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 та 
[image: image650.wmf]60
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 на кожне з рівнянь системи й дістанемо два відповідних набори розв’язків:
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 та 
[image: image652.wmf]5,6,2.
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Звідси знаходимо розв’язки початкової системи:

[image: image653.wmf]73
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4. Задача № 4 середня ліга заліковий рубіж. 

5. Задача № 5 середня ліга заліковий рубіж. 

6. Відповідь: 91.
Розв’язання. Нехай 10 чисел, найбільший спільний дільник яких набуває максимального значення d, — числа 
[image: image655.wmf]11221010
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. Тоді
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Оскільки 
[image: image661.wmf]100171113
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, найбільшим дільником цього числа, що не перевищує 100, є 
[image: image662.wmf]71391
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. При цьому дібрати відповідні 10 чисел просто: 
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7. Задача № 7 молодша ліга заліковий рубіж.
8. Задача № 8 молодша ліга заліковий рубіж.
9. Задача № 9 середня ліга заліковий рубіж.
10. Задача № 10 молодша ліга заліковий рубіж.
11. Відповідь: 
[image: image665.wmf]2011
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Розв’язання. Нехай старший коефіцієнт многочлена P(x), який задовольняє умову, дорівнює a. Тоді можемо подати многочлен як 
[image: image666.wmf]2011
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, де R(x) — поліном степеня, не вищого за 2010. Підставимо цей вираз у рівність з умови: ліворуч отримаємо многочлен степеня 4022 зі старшим коефіцієнтом a, праворуч — многочлен степеня 4022 зі старшим коефіцієнтом 
[image: image667.wmf]2

a

. Ці многочлени мають бути рівними для кожного значення x, отже вони тотожні, а їхні старші коефіцієнти збігаються. Звідси 
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, і, враховуючи, що 
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Це означає, що якщо подати многочлен P(x) у вигляді 
[image: image671.wmf]2011
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, то Q(x) матиме степінь, що не перевищує 2010. Нехай 
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, а старший член цього полінома дорівнює 
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. Маємо такі рівності:
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Але старший член лівої частини останньої рівності дорівнює 
[image: image682.wmf]2
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, а старший член правої частини дорівнює 
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. Оскільки 
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, старші члени різні — суперечність. Отже, 
[image: image685.wmf]()0
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, а 
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. Лишається переконатися, що такий многочлен справді задовольняє умову:
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12. Задача № 12 середня ліга заліковий рубіж. 

13. Задача № 13 середня ліга заліковий рубіж. 

14. Задача № 14 молодша ліга заліковий рубіж. 

15. Задача № 15 середня ліга заліковий рубіж. 

16. Відповідь: 2011.
Розв’язання. Заданий трикутник тупокутний, бо

[image: image688.wmf]222
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Отже, найменший круг, у який вміщається цей трикутник, має за діаметр найбільшу сторону трикутника — сторону довжини 2011.
17. Задача № 17 молодша ліга заліковий рубіж. 

18. Задача № 18 середня ліга заліковий рубіж. 

19. Задача № 19 середня ліга заліковий рубіж. 

[image: image725.wmf]3
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20. Відповідь: 
[image: image689.wmf]96
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Розв’язання. Нехай 
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, тоді 
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 (рис. 22). Позначимо радіус кола, описаного навколо 
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, через 
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, а радіус кола, описаного навколо 
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 (за умовою 
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, а 
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). Із теореми синусів для цих двох трикутників маємо, що 
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. Оскільки 
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, можемо записати:
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Звідси 
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Рис. 2
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Рис. 3 





Рис. 4
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Рис. 5
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Рис. 6
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Рис. 7
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Рис. 8





Рис. 9
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Рис. 10
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Рис. 11
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Рис. 12
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Рис. 13
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Рис. 14
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Рис. 15





Рис. 16





Рис. 17
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Рис. 18
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Рис. 19
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Рис. 20





Рис. 21
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Рис. 22
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