
Òðèãîíîìåòðè÷íi ïiäñòàíîâêè

1. Ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìó â äiéñíèõ ÷èñëàõ
x3 − 3x = y

y3 − 3y = z

z3 − 3z = x.

2. Ïîñëiäîâíiñòü (xn) çàäàíà ðåêóðåíòíî

xn+1 =

√
3xn − 1

xn +
√
3
, n ∈ N.

Äîâåäiòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü ïåðiîäè÷íà ïðè áóäü-ÿêîìó �õîðîøîìó� x1.

3. Çíàéòè âñi äiéñíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè ÿêèõ iñíó¹ äiéñíå ÷èñëî x, ùî çàäîâîëü-
íÿ¹ íåðiâíiñòü

√
1− x2 > a− x.

4. � ÷îòèðè ðiçíèõ ÷èñëà ç iíòåðâàëó (0, 1). Äîâåäiòü, ùî ç íèõ ìîæíà âèáðàòè òàêi äâà
÷èñëà x i y, ùî

0 < x
√

1− y2 − y
√

1− x2 <
1

2
.

5. Äîâåäiòü, ùî ñåðåä áóäü-ÿêèõ ÷îòèðüîõ äiéñíèõ ÷èñåë iñíó¹ äâà òàêèõ, ñêàæiìî, a i
b, ùî

1+ ab√
1+ a2

√
1+ b2

>
1

2
.

6. Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ â äiéñíèõ ÷èñëàõ

x2 + (4x3 − 3x)2 = 1.

7. (Äëÿ ðîçóìàê!) Îá÷èñëiòü iíòåãðàë

I =

∫ √
2+

√
2+ · · ·+

√
2+ xdx,

äå âèðàç ìiñòèòü n êîðåíiâ.

8. Äîâåäiòü íåðiâíiñòü äëÿ óñiõ x, y ∈ R

−
1

2
6

(x+ y)(1− xy)

(1+ x2)(1+ y2)
6

1

2
.

9. Ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìó â äiéñíèõ ÷èñëàõ
2x+ x2y = y

2y+ y2z = z

2z+ z2x = x.

10. Çíàéòè óñi òðiéêè x, y, z ∈ (0, 1) òàêèõ, ùî

x2 + y2 + z2 + 2xyz = 1.



11. Äîâåäiòü íåðiâíiñòü

x√
1+ x2

+
y√

1+ y2
+

z√
1+ z2

6
3
√
3

2
,

ÿêùî x, y, z > 0 i x+ y+ z = xyz.

12. Äîâåäiòü íåðiâíiñòü
x

1− x2
+

y

1− y2
+

z

1− z2
>

3
√
3

2
,

ÿêùî 0 < x, y, z < 1 i xy+ yz+ zx = 1.

13. Ïîñëiäîâíîñòi (xn) i (yn) âèçíà÷àþòüñÿ ðåêóðåíòíî:

x1 = y1 =
√
3, xn+1 = xn +

√
1+ x2n, yn+1 =

yn

1+
√
1+ y2

n

.

Äîâåäiòü, ùî 2 < xnyn < 3 äëÿ n > 1.

14. Íåõàé f : [−1, 1] → R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî f(2x2 − 1) = 2xf(x) äëÿ âñiõ
x ∈ [−1, 1]. Äîâåäiòü, ùî f ≡ 0.

15. (IMO-85). Íåõàé x, y, z � òàêi äiéñíi ÷èñëà, ùî x+ y+ z = xyz. Äîâåäiòü, ùî

x(1− y2)(1− z2) + y(1− z2)(1− x2) + z(1− x2)(1− y2) = 4xyz.

16. Íåõàé a, b, c ∈ [0, 1]. Äîâåäiòü, ùî
√
abc+

√
(1− a)(1− b)(1− c) 6 1.

17. a, b, c, d � äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî

1

1+ a4
+

1

1+ b4
+

1

1+ c4
+

1

1+ d4
= 1.

Äîâåäiòü, ùî abcd > 3.

18. Äîâåäiòü íåðiâíiñòü
1√

1+ x2
+

1√
1+ y2

+
1√

1+ z2
6

3

2
,

ÿêùî x, y, z > 0 i x+ y+ z = xyz.


