8-Й КИЇВСЬКИЙ ТУРНІР МАТЕМАТИЧНИХ БОЇВ 

ІМЕНІ ЛЕСІ РУБЛЬОВОЇ

Математичний бій № 1
Умови та розв’язання 

Старша ліга

Група «А»
1. Знайдіть усі функції 
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, які для довільних додатних x та y задовольняють рівність: 
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Відповідь: 
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Розв’язання. З умови випливає, що 
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 для довільного додатного y (інакше аргумент 
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 функції f був би від’ємним або нулем). Тому можемо записати, що
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Позначимо значення 
[image: image7.wmf](1)0

f

>

 через a і підставимо в (1) спершу 
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, а потім 
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Якщо у (3) тепер підставити 
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, матимемо: 
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Тепер в (1) підставимо 
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З іншого боку, якщо в (3) замість 
[image: image16.wmf]x

 підставити 
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, а потім використати (2), будемо мати:
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Звідси
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Якщо позначити 
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Якщо підставити у цей вираз 
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, одержимо умову на 
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, звідки 
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. Залишилося підставити функцію 
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 у початкове рівняння і пересвідчитися, що вона задовольняє умову.

2. Нехай 
[image: image37.wmf]12
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 — перестановка невід’ємних чисел 
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 (тобто ті самі числа, записані в довільному порядку). Доведіть нерівність: 
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Розв’язання. Для невід’ємних чисел x та y запишемо нерівність:
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. Із неї випливає, що
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що й треба було довести.

[image: image490.wmf]A


3. Точка E — середина сторони CD опуклого чотирикутника ABCD. Доведіть, що якщо 
[image: image46.wmf]2
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, то ABCD — трапеція або паралелограм.
Розв’язання. Нехай 
[image: image47.wmf]A
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 — точка, що симетрична до точки 
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 відносно точки 
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 (рис. 1). З рівності трикутників 
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 та 
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 маємо:
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Оскільки площі трикутників BEA і 
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 рівні (трикутники мають однакові основи 
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. А це, своєю чергою, можливо лише за умови, що 
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, а отже й 
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, тобто чотирикутник є паралелограмом або трапецією.
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4. Для довільного трикутника ABC з гострим кутом 
[image: image61.wmf]g

 доведіть нерівність (сторони a і b лежать навпроти кутів 
[image: image62.wmf]a

 та 
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За яких умов можлива рівність?

Відповідь: рівність можлива, лише коли 
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Розв’язання. Коли 
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, рівність очевидна.

Нехай 
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. Виберімо на стороні 
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 точку 
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 таку, що 
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 (рис. 2). Тоді 
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. Запишемо теорему косинусів для 
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Уведемо таке позначення: 
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Оскільки 
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, що й треба було довести.
5. Адам думає, що якщо k і n — натуральні і k є дільником числа 
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, то на k ділиться рівно одне з чисел 
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. Знайти всі натуральні k такі, що незалежно від значення n Адам має рацію.
Відповідь: 
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 — просте, а 
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Розв’язання. Спершу доведімо лему:
Лема. Нехай r та s — взаємно прості натуральні числа. Тоді існує натуральне 
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Доведення леми. Розгляньмо s чисел:
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Ці числа попарно різні за модулем s, бо різниця довільних двох не ділиться на s. Тоді одне з них кратне s, нехай це буде число 
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. Тепер, очевидно, досить узяти 
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Повернемось до задачі. Якщо число k можна подати як добуток двох взаємно простих чисел, більших за 2, то воно умову не задовольняє. Справді, нехай  
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 — взаємно прості числа. Покладемо 
[image: image107.wmf]rs

nn

=

 (у позначеннях із леми). Оскільки 
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 ділиться на 
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 не ділиться на s (бо інакше на s ділилося б число 
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 не ділиться на r (аналогічно), а отже жодне з цих чисел не ділиться на 
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Зрозуміло, що якщо число k ділиться на два різних простих числа, більших за 2, або на одне таке число, а також на 4, то його можна записати як добуток двох взаємно простих чисел, більших за 2, а отже умови воно не задовольняє.
Залишається розглянути три можливих випадки:
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Нехай  
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 ділитиме обидва числа 
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 (для одиниці це очевидно, а для двійки доводиться просто: якщо парним є одне з чисел, то парним є й інше). Якщо 
[image: image129.wmf]2

s

=

, то 
[image: image130.wmf]4

k

=

. Це значення задовольняє умову: якщо число 
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[image: image132.wmf]1

n

-

 та 
[image: image133.wmf]1

n

+

 має бути парним, а отже вони є двома послідовними парними числами, із яких рівно одне кратне 4. Для 
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Нехай 
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 на p ділитися не можуть, оскільки тоді 
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 має ділитися рівно одне з цих чисел, і k задовольняє умову.
Нехай, нарешті, 
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. З міркувань, наведених у попередньому абзаці, рівно одне з чисел 
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 ділиться на 
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. Значить, і кожне таке k задовольняє умову.
6. Знайти всі трійки простих чисел 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Перепишемо рівняння у такому вигляді:
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Оскільки 
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, принаймні один із множників із лівого боку рівності повинен бути більшим від 
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. Жоден із варіантів для r не є простим числом, а тому цей випадок розв’язків не дає.
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. Якщо 
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7. На кожній із 6 граней куба записано по одному натуральному числу. За крок дозволено вибрати будь-які дві суміжні грані куба (такі, що мають спільне ребро) та збільшити числа, які записані на цих гранях, на 1. За якої необхідної і достатньої умови на початкові числа та їхнє розташування на кубі ми зможемо за певну кількість кроків зробити всі 6 чисел на гранях куба однаковими? 

Відповідь: сума чисел на гранях має бути парною.

Розв’язання. Якщо сума чисел спершу була непарною, то вона лишатиметься непарною й надалі, бо за один крок сума всіх чисел збільшується на парне число 2. Але якби всі 6 чисел стали рівними, то їхня сума ділилася б на 6, а отже й на 2. Тому для виконання умови задачі початкова сума мусила бути парною. Покажемо тепер, що цього, насправді, буде й досить.

Нехай на кубі у деякий момент записано числа 
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 на першій, другій, …, шостій гранях відповідно, причому домовимось, що протилежні грані мають номери із сумою 7, тобто на протилежних гранях записані числа 
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 та 
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. Оскільки кожні дві грані, що не є протилежними, суміжні, одиниці можна додавати до всіх пар чисел, якщо лише сума їхніх індексів не дорівнює 7.

Позначмо через 
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 найменше з чисел 
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, через 
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 найбільше з цих чисел, а через 
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 суму різниць між числами на гранях і найменшим із них:

[image: image220.wmf]1261min2min6min

(,,...,)()()...()

FSSSSSSSSS

=-+-++-

.
Розгляньмо також різницю між максимальним та мінімальним числом 
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. Наша початкова задача — зробити так, щоби ця різниця складала 0 (тоді задачу буде розв’язано) або хоча б 1. Якщо різниця дорівнює 2 або більша, покажемо, як її можна зменшити до потрібної. Для цього візьмемо максимальне число — хай, без втрати загальності, це буде 
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 — і додаватимемо одиниці до чисел на таких парах граней: 1 і 2; 2 і 3; 3 і 5; 5 і 4; 4 і 1. Тоді набір чисел 
[image: image223.wmf]126

,,...,

SSS

 перетвориться на 
[image: image224.wmf]1256

2,2,...,2,

SSSS

+++

, тобто всі числа, крім 
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, збільшаться на 2. При цьому не може вийти так, що 
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 стане меншим за всі інші числа, оскільки різниця між 
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 та одним (найменшим) із чисел була не меншою за 2. Це означає, що мінімальне з чисел на гранях куба збільшилося на 2, а тоді
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Це означає, що поки 
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 (тоді й 
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), значення F можна зменшувати на 2. Такий процес не може продовжуватися нескінченно довго, бо коли-небудь значення F мало би стати меншим за 2, що призвело б до суперечності. Отже, рано чи пізно ми зможемо добитися того, щоб різниця між максимальним та мінімальним числом, записаними на кубі, дорівнювала 0 або 1.
Нехай ця різниця дорівнює 1. Тоді кожне число на кубі дорівнює або найменшому, або найбільшому з чисел, причому парності меншого та більшого чисел різні. Враховуючи, що сума всіх 6 чисел на кожному кроці повинна залишатися парною (адже збільшується щоразу на 2), кількість найменших та найбільших чисел на кубі повинна бути парною. Розгляньмо відповідні випадки:
· Менших чисел 4, більших — 2. Незалежно від розташування, чотири грані, на яких записані менші числа, можна розбити на дві пари суміжних, а потім збільшити числа, що на них стоять, на 1. У такий спосіб ми зробимо всі 6 чисел рівними.
· Менших чисел 2, більших — 4. Якщо два менших числа розташовані у суміжних гранях, досягнемо мети, просто збільшивши кожне з них на 1. Якщо ж менші числа записані на протилежних гранях, розіб’ємо 4 грані — дві з меншими числами і ще дві які-небудь протилежні грані — на дві пари суміжних граней, після чого збільшимо числа, що стоять у цих двох парах граней, на 1. Прийдемо до ситуації, коли різниця між максимальним та мінімальним числом знову 1, але менших чисел тепер 4, а більших — 2.
Таким чином, якщо початкова сума чисел парна, їх завжди можна зробити однаковими.
8. У футбольній першості грали 16 команд. Кожна пара команд зіграла між собою рівно один раз. У футболі за перемогу команді нараховують 3 очки, за нічию — 1 очко, за програш не нараховують нічого. Виявилось, що для будь-яких трьох команд А, Б, В у трьох іграх між ними жодна команда не набрала рівно 3 очок. Доведіть, що всі команди можна розбити на дві непорожні групи таким чином, що в кожній групі усі команди зіграли між собою внічию. Чи завжди можна розбити команди так, щоб у кожній із груп було хоча б дві команди?
Відповідь: не завжди.
Розв’язання. Якщо деяка команда А виграла один зі своїх матчів, то ця команда не могла програти жодної гри. Нехай це не так, і А виграла матч у Б, але програла гру команді В. Тоді трійка А, Б, В така, що команда А набрала в іграх із двома суперниками з трійки рівно 3 очки — суперечність. Цілком аналогічно доводиться, що якщо команда програла одну з ігор, то вона не могла виграти жодного матчу.

Отже, всі команди діляться на три категорії: 1) ті, що лише вигравали та грали внічию; 2) ті, що лише програвали та грали внічию; 3) ті, що всі матчі звели внічию. Легко зрозуміти, що команди з категорій 1) і 2) зіграли внічию усі матчі всередині своєї категорії.

Якщо є хоча б одна команда, що виграла який-небудь матч, то є й хоча б одна команда, що програла принаймні один матч. Тоді до першої групи віднесемо всі команди з категорії 1), а до другої групи — з категорій 2) і 3). Якщо ж такої команди нема, то нема й команди, яка програла б хоча б один свій матч, тобто всі команди належать до категорії 3). Половину цих команд тоді віднесемо до першої групи, а половину — до другої.

Залишається зауважити, що гарантувати наявність хоча б двох команд у кожній із груп не можна: якщо, приміром, одна команда виграла в усіх 15 своїх суперників, а ці 15 команд зіграли між собою внічию, то умова задачі справджується (це легко перевірити), але команду-переможницю не можна розмістити в одній групі з жодною із інших команд.
Старша ліга

Група «Б»
[image: image493.wmf]A
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1. Задача № 1 старша ліга група «А».
2. Задача № 2 старша ліга група «А».

3. Задача № 3 старша ліга група «А».

4. Нехай c — коло з центром у точці O та радіусом r, пряма l проходить через центр кола, X — точка на колі така, що 
[image: image232.wmf]OXl
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. Точки P та Q, відмінні від X, лежать на колі симетрично відносно прямої l. A — точка перетину із l прямої XP, а B — точка перетину із l прямої XQ. Доведіть, що 
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Розв’язання. Якщо 
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Нехай 
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. Без втрати загальності вважатимемо, що точка P міститься на тому ж півколі відносно прямої l, що й X, а точка Q — на іншому (рис. 3). Хай 
[image: image238.wmf]YPQl

=

I

, тоді 
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. Аналогічним чином із подібності 
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 маємо, що 
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. З одержаних рівностей: 
[image: image248.wmf]222222

22

222222

()()

2

.

rOPPYrrx

rOYrOYrOY

rxrx

rxrxrx

OAOBr

--

×××

-+

---

×=×====


5. Знайдіть усі пари цілих чисел p та q, для яких існує нескінченно багато цілих x таких, що значення виразу 
[image: image249.wmf]2
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 є точним квадратом (тобто квадратом цілого числа).

Відповідь: 
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Розв’язання. Нехай 
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 для деяких цілих p, q, x та m. Зробімо низку рівносильних перетворень цієї рівності:
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Якщо p та q фіксовані, а права частина відмінна від нуля (тобто 
[image: image259.wmf]2
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), рівняння може задовольняти лише скінченна кількість значень x. Справді, якщо модуль числа x буде досить великим для того, щоб число 
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 мало абсолютне значення, більше від 
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, то хоча б один із множників 
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 перевищуватиме за модулем число 
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, а отже перевищувати за модулем це число буде і їхній добуток.
Якщо ж права частина рівняння дорівнює 0, тобто 
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Зрозуміло, що різні значення m даватимуть різні x, тож умову задовольнятимуть ті й тільки ті пари цілих чисел p та q, для яких 
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. Тоді p може бути довільним парним числом 2t, а q має дорівнювати 
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6. Задача № 6 старша ліга група «А».

7. Задача № 7 старша ліга група «А».

8. Задача № 8 старша ліга група «А».
Старша ліга

Група «В»
1. Задача № 1 старша ліга група «А».
2. Для довільних чисел 
[image: image275.wmf](
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Розв’язання. Спершу доведемо таку лему:
Лема. Для довільних дійсних чисел 
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 та 
[image: image278.wmf]2

a

 і додатних 
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 справджується співвідношення:
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Доведення леми. Нехай це не так. Тоді для деякої четвірки 
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. Домноживши рівність на додатне число 
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Отримана суперечність завершує доведення леми.
Задачу розв’яжемо, зробивши кілька перетворень і використавши твердження леми:
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3. Задача № 3 старша ліга група «А».

4. На гіпотенузі AB прямокутного трикутника ABC позначили точки P, Q та R так, що 
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. Доведіть, що описані навколо 
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 кола проходять через точку M — середину відрізка CQ.
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Розв’язання. За властивістю середньої лінії 
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 (рис. 4), отже APMC та BRMC — трапеції. Крім того, оскільки трикутник прямокутний, 
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, а тому ці трапеції рівнобічні. Тож APMC та BRMC — вписані чотирикутники, тобто кола, описані навколо 
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, проходять також і через точку M. 

5. Розв’яжіть у натуральних числах рівняння:
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Відповідь: 
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Розв’язання. З умов 
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Якщо 
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. Це рівняння не має натуральних коренів.
Якщо 
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, рівність справджується: 
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Якщо 
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 (y завжди не менший за 3), то можемо записати: 
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Таким чином, 
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 є єдиним розв’язком рівняння в натуральних числах.
6. Задача № 6 старша ліга група «А».

7. На кожній із 6 граней куба записано по одному натуральному числу. Усі числа попарно різні. За крок дозволено вибрати будь-яку вершину куба та збільшити числа, записані на прилеглих до неї трьох гранях, на 1. За якої необхідної і достатньої умови на початкові числа та їхнє розташування на кубі ми зможемо за певну кількість кроків зробити всі 6 чисел на гранях куба однаковими?
Відповідь: суми чисел на трьох парах протилежних граней мають збігатися.

Розв’язання. Якщо суми чисел на трьох парах протилежних граней однакові, то вони залишатимуться однаковими і після довільної кількості кроків; якщо не всі три суми чисел на парах протилежних граней збігаються, то вони не зможуть стати рівними і після здійснення довільної кількості кроків: щокроку до кожної з цих сум додається рівно 1. Якщо всі числа на кубі після кількох операцій стануть однаковими, то однаковими стануть і суми чисел на протилежних гранях. Таким чином, необхідною умовою того, щоб усі числа могли стати однаковими, є рівність сум на протилежних гранях. Покажемо, що ця умова буде й достатньою.

[image: image495.wmf]D

Занумеруймо грані куба числами від 1 до 6. Зробімо це так, щоб номер 1 мала грань із максимальним числом — хай, без втрати загальності, це верхня грань, номер 2 — нижня грань, а номери від 3 до 6 — бокові грані (занумеруємо їх, наприклад, рухаючись у напрямку годинникової стрілки). Позначимо через 
[image: image320.wmf]126
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 числа, записані на першій, другій, …, шостій гранях куба відповідно. Додамо до чисел, записаних на гранях 2, 3 і 4 по одиниці 
[image: image321.wmf]13
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 разів (оскільки 
[image: image322.wmf]1
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 — найбільше з усіх чисел, 
[image: image323.wmf]13
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). Після цього число на третій грані стане рівним 
[image: image324.wmf]1
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; число на першій грані не зміниться і теж залишатиметься рівним 
[image: image325.wmf]1
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. Тепер додамо одиниці 
[image: image326.wmf]16
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 разів до граней 2, 5 і 6. Це зробить число на шостій грані рівним числу на першій і третій гранях (які після операції не змінилися). Позначимо числа, що записані тепер на гранях куба, через 
[image: image327.wmf]126
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. Маємо, що 
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. Оскільки суми чисел на протилежних гранях і досі збігаються, 
[image: image329.wmf]123564
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. Таким чином, рівними між собою тепер є числа і на гранях 2, 4, 5. Якщо вони ще не рівні числам, що записані на гранях 1, 3 і 6, залишається 
[image: image332.wmf]12
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 разів додати одиниці до граней 2, 4 і 5, якщо 
[image: image333.wmf]12
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, або 
[image: image334.wmf]21
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 разів додати одиниці до граней 1, 3 та 6, якщо 
[image: image335.wmf]12
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[image: image496.wmf]A

8. На нескінченній клітчастій дошці стоять 3 фішки, як це показано на рис. 5. За один хід можна будь-якою фішкою А перестрибнути через одну з двох інших фішок Б, ставши у клітинці, симетричній до А відносно Б. Чи можна за декілька ходів переставити кожну з трьох фішок у клітинку в тому ж стовпчику, але на два рядки вище за початкову позицію фішки?

Відповідь: можна.
Розв’язання. На рис. 6 наведено приклад послідовності ходів, яка приводить до бажаного результату.
Середня ліга

Група «А»
1. П’ять чисел 
[image: image336.wmf],,,,
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 додатні та раціональні. Доведіть, що числа 
[image: image337.wmf]a

 та 
[image: image338.wmf]b

 також раціональні.
Розв’язання. Запишемо таку рівність: 
[image: image339.wmf]22
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. Оскільки чисельник та знаменник дробу у правій частині рівності є раціональними, раціональним є й число 
[image: image340.wmf]paqb
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. Тоді раціональність чисел 
[image: image341.wmf]a

 та 
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 випливає зі співвідношень:
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2. Для додатних чисел 
[image: image344.wmf],,

abc

 доведіть нерівність:
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Розв’язання. Після розкриття дужок та зведення подібних членів одержимо таку рівносильну нерівність: 
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Цю ж нерівність можна записати інакше: 
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Доведемо для додатних чисел x та y таке:
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Для цього зробимо кілька перетворень, почавши із очевидної нерівності 
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Тепер можемо стверджувати, що 
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. Додавши ці три нерівності, дістанемо потрібну.
3. Нехай 
[image: image358.wmf]ABC

 — гострокутний трикутник, у якому проведені висоти AD і BE. Позначмо через 
[image: image359.wmf]A
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 та 
[image: image360.wmf]B
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 середини відрізків AD та BE відповідно. Нехай 
[image: image361.wmf]XCABE
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 та 
[image: image362.wmf]YCBAD

¢

=

I

 — точки перетину прямих, на яких лежать відповідні відрізки. Доведіть, що точки 
[image: image363.wmf],
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[image: image364.wmf],
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 X та Y лежать на одному колі. 

[image: image497.wmf]b

Розв’язання. 
[image: image365.wmf]ADC
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 і 
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 подібні, як прямокутні зі спільним гострим кутом C, тому 
[image: image367.wmf]BBCAAC
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. Далі слід розглянути чотири можливих випадки: 1) коли обидві точки X та Y лежать усередині відрізків 
[image: image368.wmf]CA
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 і 
[image: image369.wmf]CB
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 (рис. 7); 2) коли обидві точки лежать поза цими відрізками; 3) коли рівно одна з цих точок лежить усередині відповідного відрізка; 4) X збігається з 
[image: image370.wmf]A
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 або Y збігається з 
[image: image371.wmf]B
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 — тоді твердження задачі очевидне. У перших двох випадках 
[image: image372.wmf]A
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 та 
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 лежать по один бік від прямої XY і 
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 (що випливає з рівності 
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); у третьому випадку 
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 та 
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 лежать по різні боки від прямої, а 
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. Так чи так, точки 
[image: image379.wmf],
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 X та Y повинні лежати на одному колі.
4. Задача № 4 старша ліга група «Б».
5. Задача № 5 старша ліга група «Б».
6. Задача № 6 старша ліга група «А».

7. Задача № 7 старша ліга група «А».
8. Задача № 8 старша ліга група «В».
Середня ліга

Група «Б»
1. Задача № 1 середня ліга група «А».
2. Задача № 2 середня ліга група «А».
3. Задача № 3 середня ліга група «А».
4. Задача № 4 старша ліга група «В».
5. Задача № 5 старша ліга група «В».
6. Доведіть, що число 
[image: image381.wmf]21248
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 ділиться на 1930. 

Розв’язання. Покажемо, що наведене в умові число ділиться на 10 і на 193, тоді воно поділиться, звичайно, і на 1930.

Спершу доведемо подільність на 10. Для цього знайдемо останню цифру числа:

· 
[image: image382.wmf](
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 — закінчується цифрою 3, бо довільний степінь числа, яке закінчується одиницею, сам закінчується одиницею.

· 
[image: image383.wmf](
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 — закінчується цифрою 6, бо довільний степінь числа, яке закінчується шісткою, сам закінчується шісткою.

· 
[image: image384.wmf]8
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 — закінчується цифрою 6.

Отже, число 
[image: image385.wmf]21248
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 дає ту ж остачу від ділення на 10, що й число 
[image: image386.wmf]366110
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, тобто 0. Тож воно ділиться на 10.
Займемося тепер подільністю на 193.

· Можна підрахувати, що 
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36561341931

==×-

, тому 
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. Тоді 
[image: image389.wmf](

)

2

21585

333324350(mod193)

=×º=º

.
· 
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240962119343

==×+

, отже 
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. Тоді можемо записати: 
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· Позаяк 
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Тоді 
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, тобто досліджуване число ділиться і на 193.
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7. Задача № 7 старша ліга група «В».

8. На нескінченній клітчастій дошці стоять 3 фішки, як це показано на рис. 8. За один хід можна будь-якою фішкою А перестрибнути через одну з двох інших фішок Б, ставши у клітинці, симетричній до А відносно Б. Чи можна за декілька ходів переставити кожну з трьох фішок у клітинку в тому ж стовпчику, але на рядок вище за початкову позицію фішки?
Відповідь: не можна.
Розв’язання. Пофарбуємо клітини дошки в шаховому порядку. Легко зрозуміти, що хід не змінює кольору клітинки, на якій стоїть фішка, що рухається. Нехай, без втрати загальності, у початковий момент дві фішки перебувають на чорних клітинках, а одна на білій. Тоді зсунувшись на рядок угору, на білих полях муситимуть стояти дві фішки, а на чорному — одна. Такого бути не може. 
Молодша ліга

Група «А»
1. Доведіть, що з будь-яких семи послідовних натуральних чисел можна вибрати шість і розбити їх на дві групи по три числа так, щоб сума квадратів чисел обох груп була однаковою.
Розв’язання. Нехай задано деяку сімку чисел, а n — середнє з них. Неважко безпосередньо перевірити справедливість такої рівності:

[image: image396.wmf]222222
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Вона і дає шукане розбиття чисел на групи (при цьому з набору викидається середнє число n).
2. Про цілі числа m, n та k відомо, що їхня сума націло ділиться на 3. Доведіть, що число 
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націло ділиться на 6.
Розв’язання. 
[image: image398.wmf]222
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image399.wmf]()()()
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. Звідси, зокрема, випливає, що 
[image: image400.wmf]2
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, адже кожен із доданків вигляду 
[image: image401.wmf]()
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 парний (якщо навіть обидва множники a та b непарні, то третій множник 
[image: image402.wmf]ab
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 буде парним). Крім того, за умовою 
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, а тому:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image407.wmf](3)(3)(3)
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image408.wmf]3().
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Звідси 
[image: image409.wmf]3

A

M

. Таким чином, 
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3. В опуклому чотирикутнику ABCD проведено серединні перпендикуляри до діагоналей BD та AC, вони перетинають сторону AD в точках X та Y відповідно. Утворена конфігурація відповідає рис. 9. Виявилось, що прямі BX та CY паралельні. Доведіть, що прямі AC та BD перпендикулярні. 
[image: image500.wmf]a

Розв’язання. Позначимо середини діагоналей AC і BD через P та Q відповідно (рис. 10), нехай також 
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. Оскільки 
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 — серединний перпендикуляр до 
[image: image413.wmf]BD

, він є бісектрисою 
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Ð

. Аналогічно, 
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 — бісектриса 
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Ð

. Оскільки за умовою 
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, що й треба було довести.
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4. Ромби 
[image: image427.wmf]ABCD

 та 
[image: image428.wmf]111
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 мають спільну вершину A, причому точки A, C і 
[image: image429.wmf]1
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 лежать на одній прямій. Доведіть, що середина відрізка 
[image: image430.wmf]1

BD

 і точки перетину діагоналей ромбів утворюють вершини рівнобедреного трикутника або теж лежать на одній прямій.
Розв’язання. Позначмо через P та Q центри ромбів, а через R — середину відрізка 
[image: image431.wmf]1

BD

. Розташування ромбів та їхніх вершин не обов’язково відповідає рис. 11. Втім, оскільки ромб ABCD симетричний відносно прямої AC, а ромб 
[image: image432.wmf]111
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 симетричний відносно 
[image: image433.wmf]1
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, обидва ромби симетричні відносно однієї прямої.

Доведімо, що 
[image: image434.wmf]11
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 (можливо, як вироджені). Ці трикутники мають рівні сторони 
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, 
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. До того ж можна стверджувати, що 
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 з огляду на симетричність відносно прямої 
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 точок D і B, 
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 і 
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, а також A і самої ж точки A.
Отже, 
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. Тоді 
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. За властивістю середньої лінії для трикутників 
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, 
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 (знову ж таки, можливо, вироджених) маємо, що 
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. Тому 
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. Тож або точки P, Q, R лежать на одній прямій, або утворюють вершини трикутника, який є рівнобедреним.
5. Знайти всі натуральні значення n, для яких число 
[image: image448.wmf]272
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 є точним квадратом (тобто квадратом цілого числа).
Відповідь: 
[image: image449.wmf]1.
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Розв’язання. Коли 
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, значення виразу дорівнює 25, тобто є точним квадратом. Для більших від одиниці непарних 
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Жоден точний квадрат не може давати остачі 
[image: image454.wmf]13
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 від ділення на 4. У цьому можна пересвідчитися, перебравши остачі від ділення на 4 числа 
[image: image455.wmf]2
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, коли a в разі ділення на 4 дає остачі 0, 1, 2, 3.
Якщо 
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 — парне, 
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Таким чином, число 
[image: image459.wmf]272
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 міститься між квадратами двох послідовних натуральних чисел, а тому саме не може бути квадратом.

6. Задача № 6 старша ліга група «А».

7. Задача № 7 старша ліга група «В».

8. Яких восьмицифрових чисел, що кратні 4, більше: тих, у записі яких є одиниця, чи тих, у записі яких одиниці нема?

Відповідь: чисел, що містять одиницю, більше.

Розв’язання. Число ділиться на 4 тоді й лише тоді, коли дві його останні цифри утворюють число, що ділиться на 4, тобто одне з таких 25 чисел:


[image: image460.wmf]00,04,08,12,16,20,...,92,96.


З огляду на це кількість усіх восьмицифрових чисел, що кратні 4, складає 
[image: image461.wmf]5
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: 9 варіантів для першої цифри (1—9), по 10 варіантів для другої — шостої цифр (0—9), 25 варіантів для останніх двох цифр.
Тепер аналогічно підрахуємо кількість кратних 4 восьмицифрових чисел, що не містять у своєму записі одиниці. На першому місці може стояти одна з восьми цифр (2—9), на другому — шостому місцях одна з 9 цифр (0, 2—9), на останніх двох місцях може бути довільне із виписаних вище 25 чисел, крім тих двох, що містять одиницю — 12 і 16. Таким чином, кількість чисел, що не містять одиниці, складає 
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. Оскільки 
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, чисел, які містять одиницю, більше.
Молодша ліга

Група «Б»
1. Задача № 1 молодша ліга група «А».

2. Відомо, що числа a та 
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 задовольняють умову 
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. Доведіть, що для цих чисел справджується рівність:
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Розв’язання. З умов задачі маємо, що 
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. Якщо помножити останню рівність на 
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, дістанемо, що 
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, звідки безпосередньо випливає потрібна рівність.
3. Задача № 3 молодша ліга група «А».

4. Усередині прямокутника 
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 або на його межі позначили деяку точку T. Доведіть, що з чотирьох відрізків 
[image: image473.wmf],,,
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 можна вибрати три, з яких можливо утворити трикутник.
Розв’язання. Виберімо найдовший з усіх чотирьох відрізків, нехай це TD (рис. 12). Справджується нерівність 
[image: image474.wmf]TDBD
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. Щоб довести цей факт, продовжимо відрізок DT до відрізка DM, де точка M лежить на межі прямокутника. Тоді або 
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 і 
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, або в 
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 сторона 
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 найбільша, оскільки лежить навпроти тупого (або прямого) кута 
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. У такому випадку 
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. У будь-якому разі,  
[image: image481.wmf]TDMDBD

££

, причому 
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, лише коли 
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Трьома відрізками, що утворюють сторони трикутника, є TA, TC і TD. Справді, TD найбільший із них і 
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, причому хоча б одна з нерівностей строга: якщо 
[image: image485.wmf]TDBD

=

, то 
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, а якщо 
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, то 
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, але 
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5. Задача № 5 молодша ліга група «А».

6. Задача № 6 середня ліга група «Б».
7. Задача № 7 старша ліга група «В».
8. Задача № 8 молодша ліга група «А».
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Рис. 2
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Рис. 3
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Рис. 4
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Рис. 5





3





1





2





1





31





2





3





1





2





1





2





3





1





3





2





Рис. 6





Рис. 7
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Рис. 8





Рис. 9
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Рис. 10
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Рис. 11
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Рис. 12
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