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1 Áàçîâi çàäà÷i

1. Ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC ç ïðÿìèì êóòîì ïðè âåðøèíi C íà êàòåòi AC âèáðàíà òàêà
òî÷êà M , ùî AM = BC. Íà êàòåòi BC âèáðàíà òî÷êà N òàêà, ùî BN = MC. Çíéäiòü êóò ìiæ
ïðÿìèìè BM òà AN .

2. Äàíî ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê ABC i êîëî ω, ÿêå äîòèêà¹òüñÿ äî AB â òî÷öi B, à äî AC � â òî÷öi
C. Ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç A, ïåðåòèíà¹ ω â òî÷êàõ D i E. Íåõàé O � öåíòð ABC. Äîâåäiòü,
ùî B, O òà ñåðåäèíè âiäðiçêiâ CD òà CE ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.

3. Äàíî òðèêóòíèê ABC. Êîëî ω ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíè A i C i ïåðåòèíà¹ ñòîðîíè BA i BC
â òî÷êàõ C1 i A1. Îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà BA1C1 ïåðåòèíà¹ âäðóãå îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà
ABC â òî÷öi K. Íåõàé O � öåíòð ω. Äîâåäiòü, ùî ∠BKO = 90◦.

4. Íåõàé I � iíöåíòð òðèêóòíèêà ABC (AB < AC), M � ñåðåäèíà BC, à N � ñåðåäèíà äóãè BAC
îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC. Äîâåäiòü, ùî ∠ANI = ∠IMB.

5. Äàíî ãîñòðîêóòíèé òðèêóòíèê ABC, ó ÿêîìó AC > BC. Íåõàé M � ñåðåäèíà ñòîðîíè AB, AP ,
BQ � âèñîòè òðèêóòíèêà, H � éîãî îðòîöåíòð. Íåõàé ïðÿìi AB i PQ ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi R.
Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi RH i CM ïåðïåíäèêóëÿðíi.

6. Äàíî òðèêóòíèê ABC. Éîãî âïèñàíå êîëî äîòèêà¹òüñÿ ñòîðií AB, BC â òî÷êàõ C0, A0. Äîâå-
äiòü, ùî ïðÿìà A0C0, áiñåêòðèñà êóòà A i ñåðåäíÿ ëiíiÿ òðèêóòíèêà, ÿêà ¹ ïàðàëåëüíîþ äî AB,
ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

7. Âïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ABC äîòèêà¹òüñÿ ñòîðií AB, BC, CA â òî÷êàõ C0, A0, B0. Íà ïëîùèíi
âçÿòà òî÷êà P . Íåõàé X � òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìî¨ AB òà ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðó äî C0P .
Òî÷êè Y , Z âèçíà÷åíi àíàëîãi÷íî. Äîâåäiòü, ùî X, Y, Z êîëiíåàðíi.

8. Äàíî òðèêóòíèê ABC. Éîãî çîâíiâïèñàíå êîëî äîòèêà¹òüñÿ ñòîðîíè BC â òî÷öi K, à êîëî ω,
ÿêå äîòèêà¹òüñÿ äî AC òà AB òàêîæ äîòèêà¹òüñÿ îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC â òî÷öi N .
Äîâåäiòü, ùî ∠BAK = ∠NAC.

9. Íåõàé O � öåíòð îïèñàíîãî êîëà ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC, i öåé öåíòð íå íàëåæèòü
æîäíié ç ìåäiàí AA0, BB0, CC0. Íà ïðîìåíÿõ OA0, OB0, OC0 ïîçíà÷èëè òî÷êè A1, B1, C1

âiäïîâiäíî òàê, ùî ∠OAA0 = ∠OA1A, ∠OBB0 = ∠OB1B, ∠OCC0 = ∠OC1C. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi
AA1, BB1, CC1 ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

2 Ñåðiÿ 1

1. (USAMO 2008). Â ãîñòðîêóòíîìó íåðiâíîáåäðåíîìó òðèêóòíèêóABC ïîçíà÷åíî ñåðåäèíèM,N,P
ñòîðií BC,CA,AB âiäïîâiäíî. Íåõàé ñåðåäèííi ïåðïåíäèêóëÿðè äî âiäðiçêiâ AB òà AC ïåðåòè-
íàþòü ïðîìiíü AM â òî÷êàõ D,E âiäïîâiäíî, à ïðÿìi BD òà CE ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi F
âñåðåäèíi òðèêóòíèêà ABC. Äîâåäiòü, ùî òî÷êè A,N, F, P ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.
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2. (USAMO 2005). Íà ñòîðîíi BC ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC âçÿòî òî÷êè P,Q. Òî÷êà C1

òàêà, ùî ÷îòèðèêóòíèê APBC1 âïèñàíèé, QC1 ‖ CA, à òàêîæ òî÷êè C1 òà Q ëåæàòü â ðiçíèõ
ïiâïëîùèíàõ âiäíîñíî ïðÿìî¨ AB. Òî÷êà B1 òàêà ùî ÷îòèðèêóòíèê APCB1 âïèñàíèé, QB1 ‖ AB,
à òàêîæ òî÷êè B1 òàQ ëåæàòü â ðiçíèõ ïiâïëîùèíàõ âiäíîñíî AC. Äîâåäiòü, ùî òî÷êè B1, C1, P,Q
ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.

3. Âñåðåäèíi òðèêóòíèêà ABC âçÿòî òî÷êó P . Ïðÿìi AP , BP , CP âäðóãå ïåðåòèíàþòü îïèñàíå êîëî
òðèêóòíèêà ABC â òî÷êàõ A1, B1, C1. Òî÷êà A′ ñèìåòðè÷íà A1 âiäíîñíî ñåðåäèíè BC, òî÷êà B′

ñèìåòðè÷íà B1 âiäíîñíî ñåðåäèíè AC, òî÷êà C ′ ñèìåòðè÷íà C1 âiäíîñíî ñåðåäèíè AB. Äîâåäiòü,
ùî îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà A′B′C ′ ïðîõîäèòü ÷åðåç îðòîöåíòð òðèêóòíèêà ABC.

4. (IMOSL 2012). Â òðèêóòíèêó ABC òî÷êè O òà I � öåíòð îïèñàíîãî êîëà i iíöåíòð âiäïîâiäíî.
Òî÷êèD,E, F âèáðàíi íà ñòîðîíàõ BC,CA,AB òàê, ùî BD+BF = AC, CD+CE = AB. Îïèñàíi
êîëà òðèêóòíèêiâ BFD òà CDE ïåðåòèíàþòüñÿ âäðóãå â òî÷öi P . Äîâåäiòü, ùî OP = OI.

5. Äàíî òðèêóòíèê ABC ç ∠C = ∠A+90◦. Òî÷êà D îáðàíà íà ïðîäîâæåííi BC òàê, ùî AC = AD.
Òî÷êà E ëåæèòü â ðiçíèõ ïiïëîùèíàõ ç òî÷êîþ A âiäíîñíî BC i

∠EBC = ∠A,∠EDC = ∠A/2.

Äîâåäiòü, ùî ∠CED = ∠ABC.

6. Äâà êîëà ω1 òà ω2 ç öåíòðàìè O1 òà O2 âiäïîâiäíî ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷êàõ A i B. Òî÷êó X îáðàíî
äîâiëüíèì ÷èíîì íà êîëi ω2. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y òî÷êó íà ω1, äëÿ ÿêî¨ ∠XBY = 90◦. Ïðÿìà O1X
âäðóãå ïåðåòèíà¹ ω2 â X ′. Ïðÿìà X ′Y ïåðåòèíà¹ ω2 â K. Äîâåäiòü, ùî X ¹ ñåðåäèíîþ äóãè AK.

7. Íà ìåäiàíàõ AA0 òà BB0 ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC ïîáóäîâàíî äóãè îäíàêîâî¨ ãðàäóñíî¨
ìiðè â ñòîðîíó âåðøèíè C. Äîâåäiòü, ùî ñïiëüíà õîðäà êië, ÿêi ìiñòÿòü öi äóãè, ìiñòèòü òî÷êó
C.

8. Äàíî òðè íåêîëiíåàðíi òî÷êè P,A,B. Òî÷êà Q òàêà, ùî ∠APQ = 90◦ i AQ = BQ. Äîâåäiòü, ùî
∠PQB − ∠PQA = 2∠PAB.

3 Çàäà÷i ç çiðî÷êîþ

1. (IMO 2000). Â òðèêóòíèêó ABC ïðîâåäåíi âèñîòè AH1, BH2, CH3 i âiäìi÷åíi òî÷êè äîòèêó
T1, T2, T3 âïèñàíîãî êîëà äî ñòîðiíBC,AC,AB. Ðîçãëÿíåìî ïðÿìi, ùî ñèìåòðè÷íi äîH1H2, H2H3, H3H1

âiäíîñíî T1T2, T2T3, T3T1 âiäïîâiäíî Äîâåäiòü, ùî âåðøèíè òðèêóòíèêà, óòâîðåíîãî öèìè ïðÿìè-
ìè, ëåæàòü íà âïèñàíîìó êîëi ABC.

2. Òî÷êè A0, B0, C0 � ñåðåäèíè ñòîðií BC,CA,AB òðèêóòíèêà ABC, à AA1, BB1, CC1 � éîãî
âèñîòè. Íåõàé ïðÿìà Åéëåðà òðèêóòíèêà ABC ïåðåòèíà¹ ïðÿìó A1B1 â òî÷öi K. Äîâåäiòü, ùî
ïðÿìi C1K, T2T3 ïåðåòèíàþòüñÿ íà ïðÿìié A0B0, äå T2 = A0C0 ∩ A1C1, T3 = A0B0 ∩ A1B1.

3. ×åâiàíè AD, BE, CF ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi P . Îïèñàíi êîëà
òðèêóòíèêiâ BDF òà CDE âäðóãå ïåðåòèíàþòü îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ABC â òî÷êàõ E0 òà
F0 âiäïîâiäíî. L � òàêà òî÷êà, ùî îïèñàíå êîëî BDL äîòèêà¹òüñÿ äî AB, à îïèñàíå êîëî CDL
äîòèêà¹òüñÿ äî AC. Äîâåäiòü, ùî ÷îòèðèêóòíèê AE0LF0 ¹ ãàðìîíi÷íèì.

4. ×åâiàíè AD, BE, CF ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi P . Ïîçíà÷èìî
äðóãó òî÷êó ïåðåòèíó îïèñàíèõ êië òðèêóòíèêiâ BFC òà BDA ÷åðåç X, à äðóãó òî÷êó ïåðåòèíó
êië BEC òà CDA � Y . Äîâåäiòü, ùî îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà XDY ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíó
AP òà ñåðåäèíó BC.
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4 Ñåðiÿ 2

1. Íåõàé O � öåíòð îïèñàíîãî êîëà ω òðèêóòíèêà ABC. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A1 ñåðåäèíó ñòîðîíè
BC. Íåõàé A2 � äðóãà òî÷êà ïåðåòèíó AA1 ç êîëîì ω, ïðÿìà `A äîòèêà¹òüñÿ äî êîëà ω â òî÷öi
A2. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç PA òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìî¨ `A ç ïðÿìîþ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A1

ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïðÿìî¨ AO. Òî÷êè PB i PC âèçíà÷àþòüñÿ àíàëîãi÷íî. Äîâåäiòü, ùî òî÷êè
PA, PB, PC ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.

2. Â òðèêóòíèêó ABC òî÷êè O òà I � öåíòð îïèñàíîãî êîëà i iíöåíòð âiäïîâiäíî. Ïðÿìà OI ïåðå-
òèíà¹ ñòîðîíó BC â òî÷öi K. Çîâíiâïèñàíå êîëî äîòèêà¹òüñÿ äî ñòîðîíè BC â A1. Ñåðåäèíè äóã
CBA i BCA îïèñàíîãî êîëà ABC � òî÷êè B1 i C1 âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü, ùî òî÷êè K,A1, C1, B1

öèêëi÷íi.

3. Â òðèêóòíèêó ABC òî÷êè A0, B0, C0 � ñåðåäèíè ñòîðií BC,AC,AB, òî÷êè A1, B1, C1 � îñíîâè
âèñîò ç A,B,C. Îñíîâà ïåðïåíäèêóëÿðó ç A íà B1C1 � XA. Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòüñÿ òî÷êè XB

òà XC . Äîâåäiòü, ùî îïèñàíi êîëà òðèêóòíèêiâ A0B0XC , A0C0XB, B0C0XA ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó,
ùî ëåæèòü íà ïðÿìié Åéëåðà òðèêóòèêà ABC.

4. Íàâêîëî ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC, ó ÿêîìó AB < BC < AC, îïèñàíî êîëî ω ç öåíòðîì
O. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç I öåíòð âïèñàíîãî êîëà äàíîãî òðèêóòíèêà, à ÷åðåç M � ñåðåäèíó ñòîðîíè
BC. Íåõàé òî÷êà Q ñèìåòðè÷íà òî÷öi I âiäíîñíî M , ïiâïðÿìà OM ïåðåòèíà¹ êîëî ω â òî÷öi D,
à ïiâïðÿìà QD âäðóãå ïåðåòèíà¹ êîëî ω â òî÷öi T . Äîâåäiòü, ùî ∠ACT = ∠DOI.

5. Â ãîñòðîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC H ¹ îðòîöåíòðîì, òî÷êè X, Y âçÿòî íà ñòîðîíàõ AB òà AC
òàê, ùî AX = 2XB, AY = 2Y C. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî 3BC2 = AC2 + AB2, òî îïèñàíi êîëà
òðèêóòíèêiâ AXY òà BHC äîòèêàþòüñÿ.

6. Òðàïåöiÿ ABCD âïèñàíà â êîëî ω (AD ‖ BC). Âïèñàíi êîëà ABC i ABD äîòèêàþòüñÿ äî BC
òà AD â òî÷êàõ P òà Q. Íåõàé X òà Y � ñåðåäèíè äóã BC òà AD êîëà ω. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi
Y Q òà XP ïåðåòèíàþòüñÿ íà ω.

7. Íà ïðÿìié ëåæàòü òî÷êè X, Y, Z (ñàìå â òàêîìó ïîðÿäêó). Òðèêóòíèêè XAB, Y BC, ZCD � ïðà-
âèëüíi, ïðè÷îìó âåðøèíè ïåðøîãî i òðåòüîãî îði¹íòîâàíi ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè, à äðóãîãî
ïî ãîäèííèêîâié ñòðiëöi. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi AC,BD òà XY ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

8. Äàíî ãîñòðîêóòíèé òðèêóòíèê ABC. Êîëî ω ç äiàìåòðîì BC ïåðåòèíà¹ AB òà AC â òî÷êàõ E
òà F âiäïîâiäíî. Íåõàé M � ñåðåäèíà BC, à P � ïåðåòèí AM òà EF . Íà ìåíøié äóçi EF êîëà
ω âçÿòî òî÷êó X. Y � äðóãà òî÷êà ïåðåòèíó XP ç ω. Äîâåäiòü, ùî ∠XAY = ∠XYM .

9. Äàíî íåðiâíîáîêó òðàïåöiþ ABCD (AB ‖ CD). Êîëî, ÿêå ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A òà B, ïåðå-
òèíà¹ áîêîâi ñòîðîíè òðàïåöi¨ â òî÷êàõ P , Q, à äiàãîíàëi � â òî÷êàõ M i N . Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi
PQ, MN , CD ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

10. Òî÷êè A1, B1, C1 âèáðàíî íà ñòîðîíàõ BC, CA i AB òðèêóòíèêà ABC òàê, ùî ôîíè çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó AB1−AC1 = CA1−CB1 = BC1−BA1. Íåõàé OA, OB i OC �� öåíòðè êië, îïèñàíèõ
íàâêîëî òðèêóòíèêiâ AB1C1, A1BC1 i A1B1C. Äîâåäiòü, ùî öåíòð âïèñàíîãî êîëà â òðèêóòíèê
OAOBOC , ñïiâïàäà¹ ç öåíòðîì âïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC.

11. Íà ñòîðîíàõ BA i BC òðèêóòíèêà ABC îáðàíî òî÷êè C0 i A0 âiäïîâiäíî. Íåõàé òî÷êè M i M0

� ñåðåäèíè âiäðiçêiâ AC i A0C0. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî AC0 = CA0, òî ïðÿìà MM0 ïàðàëåëüíà
áiñåêòðèñi ∠ABC.
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