8-Й КИЇВСЬКИЙ ТУРНІР МАТЕМАТИЧНИХ БОЇВ 

ІМЕНІ ЛЕСІ РУБЛЬОВОЇ

Математичний бій № 2
Умови та розв’язання 

Старша ліга

Група «А»
1. Доведіть, що для довільного натурального n кожен дійсний корінь рівняння 
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Розв’язання. Нехай x — деякий дійсний корінь наведеного в умові рівняння. Якщо 
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З іншого боку, 
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Оскільки всі доданки у правій частині рівності додатні, з неї випливає, що 
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2. Знайти всі функції 
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, які для довільних дійсних чисел x та y задовольняють умову: 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Підставимо у задане рівняння 
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 і отримаємо, що 
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Далі підставимо 
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Якщо 
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, єдиним розв’язком може бути 
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. Ця функція, очевидно, задовольняє умову.

Хай тепер 
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. Покладімо тоді 
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 в (1), звідки дістанемо, що 
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. Поклавши ж в (1) 
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, отримаємо, що 
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. Тоді саму рівність (1) можна переписати так:
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У початкове рівняння підставмо 
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Звідси маємо:
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Якби можна було дібрати таке 
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, що 
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, то з (2) випливало би, що 
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, а після підстановки у початкове рівняння 
[image: image40.wmf]xa

=

 мали б, що 
[image: image41.wmf]()0

afaay

+=

 для довільного дійсного y, звідки 
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Тепер із рівності (3) маємо, що 
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 (крім, можливо, випадку, коли 
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; але й так уже відомо, що 
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). Це означає, що другим розв’язком рівняння може бути тільки функція 
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. У тому, що вона справді задовольняє умову, слід переконатися шляхом безпосередньої перевірки. 
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3. Нехай ABC — прямокутний трикутник, на гіпотенузі BC якого позначено деяку точку P. Доведіть, що справджується нерівність: 
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Для яких точок P може досягатися рівність?

Розв’язання. Із нерівності Коші — Буняковського для наборів 
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 та 
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 випливає, що для довільних додатних 
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 справджується співвідношення:
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Застосуємо його:
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З теореми Стюарта запишемо, що
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що й дасть потрібне співвідношення.
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Рівність можлива за умови, що 
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[image: image62.wmf]PBPC
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. Таким чином, рівність досягається тоді й лише тоді, коли P — середина гіпотенузи BC.

4. П’ятикутник ABCDE вписано в коло. Відстані від точки E до прямих AB, BC та CD дорівнюють a, b та c відповідно. Знайдіть відстань від цієї ж точки до прямої AD.

Відповідь: 
[image: image63.wmf].
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Розв’язання. Нехай K, L, M, N — основи перпендикулярів, опущених із точки E на прямі AB, BC, CD та DA відповідно. Зауважимо, що точки K та N лежать на колі з діаметром EA, а точки L та M лежать на колі з діаметром EC.

Нехай F — точка на колі така, що EF — його діаметр. Розгляньмо можливі випадки розташування точки F: коли точка F належить відповідно дугам, що стягують сторони EA, AB, BC, CD та DE п’ятикутника або збігається з точками A, B, C, D. На рис. 2 зображено випадок, коли F лежить між точками B та C п’ятикутника, з нього й почнемо розбір варіантів. Маємо, що N та L лежать усередині відповідних відрізків AD та BC, точка K лежить на продовженні відрізка BA за точку A, а M — на продовженні CD за D. Тоді, враховуючи, що ENAK — вписаний, 
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. Аналогічно, 
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. Тоді можемо записати:
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Так само,
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Виконання рівностей 
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 та 
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 доведемо і для решти варіантів розташування F.

Нехай F лежить між E та A. Тоді всі основи перпендикулярів лежать поза межами кола: K за точкою B, L за точкою C, M за точкою D і N також за D (а якщо 
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, то 
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). Ланцюжок рівностей (1) у цьому випадку зберігається, а замість (2) можна записати:
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(3)
Хай тепер F лежить між A та B. Тоді K та N лежать на відрізках AB та AD, L лежить за точкою C, а M — за точкою D. Тоді виконуються рівності (1) і (3). Якщо 
[image: image74.wmf]FB
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, то 
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. Рівність (1) при цьому зберігається, а замість (3) можна записати такий ланцюжок:
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(3а)
Якщо F лежить між C та D, то M та N лежать усередині відрізків CD та AD, K лежить за точкою A, а L — за B (а якщо 
[image: image78.wmf]FC
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, то 
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 і 
[image: image80.wmf]MD

=

). У цьому випадку знов можемо скористатися ланцюжками (1) і (2).
Нарешті, якщо F лежить між D та E, то всі основи перпендикулярів лежать поза колом: K за точкою A, L — за B, M — за C, N — за A. Тоді залишаються справедливими рівності (2), а щоб довести рівність кутів ELM та EKN, запишемо:
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Якщо ж 
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. Рівності (2) досі лишають справедливими, а на доведення рівності кутів ELM та EKN запишемо:
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Таким чином, у кожному з випадків два з шести ланцюжків (1), (2), (3), (3а), (4), (4а) забезпечують виконання рівностей 
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5. Розв’яжіть рівняння 
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де n — ціле, а p — просте число. 

Відповідь: 
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Розв’язання. Спершу зауважимо, що 
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Позаяк число p ділить ліву частину і є простим, то на p має ділитися також хоча б один із множників у правій частині. Розгляньмо відповідні випадки.
1) 
[image: image98.wmf]1

np

+

M

. Тоді 
[image: image99.wmf]1

nmp

+=

 для деякого натурального m. Підставивши, дістанемо, що 
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Але нерівність 
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 виконується для натуральних n, лише коли 
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 замість p у рівняння 
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Розглянемо останнє рівняння як квадратне відносно n при фіксованому m. Оскільки рівняння має натуральний корінь n, його дискримінант — точний квадрат. Дискримінант рівняння дорівнює
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Якщо 
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, дискримінант дорівнює 8 і не є точним квадратом. Коли 
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, дискримінант дорівнює 45 і знову не є квадратом цілого числа.

При 
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Нарешті, якщо 
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 не може бути квадратом цілого числа.

6. Назвімо натуральне число збалансованим, якщо кількість різних простих дільників цього числа збігається з кількістю цифр у ньому. Число 15, приміром, — збалансоване, бо має дві цифри і два різних простих дільники, а число 49 збалансованим не є, бо має дві цифри, але тільки один простий дільник.

З’ясуйте, скінченною чи нескінченною є кількість збалансованих чисел.
Відповідь: кількість збалансованих чисел скінченна. 
Розв’язання. Покажемо методом від супротивного, що збалансоване число не може мати більше від 10 цифр. Нехай n — деяке збалансоване число, що складається із 
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 цифр та має стільки ж різних простих дільників, 
[image: image140.wmf]0

k

³

. Нехай різні прості дільники n — числа 
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Крім того, 
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. Послуговуючись цим, запишемо:
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(тут уважаємо, що добуток порожньої множини чисел дорівнює 1).

Одержана суперечність завершує доведення.
7. 11 футболістів збірної України заходять до роздягальні по черзі у випадковому порядку. Кожен із них, окрім Андрія Шевченка, відразу ж випадковим чином вибирає собі одну з 11 футболок з номерами від 1 до 11. Коли до роздягальні заходить Андрій, він завжди бере собі футболку з номером 7, якщо ніхто не забрав її раніше. Яка ймовірність того, що Андрієві дістанеться його улюблена футболка з номером 7?

Відповідь: 
[image: image146.wmf]6
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Розв’язання. Андрій зайде в кімнату першим з імовірністю 1/11. Так само другим, третім, …, одинадцятим Андрій увійде в роздягальню з імовірністю 1/11, адже всі варіанти є симетричними.
Якщо Андрій зайде першим, він забере футболку з номером 7 з імовірністю 1. Якщо він увійде другим, 7-й номер дістане з імовірністю 
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, оскільки саме з такою ймовірністю футболку з цим номером не забере гравець, що прийшов першим.

Аналогічно, якщо Андрій зайде в роздягальню k-м, 
[image: image148.wmf]11
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, імовірність того, що серед уже забраних 
[image: image149.wmf]1
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 футболки буде футболка з номером 7, складає 
[image: image150.wmf]1
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, бо всі футболки рівноцінні. Тому ймовірність, що Андрію дістанеться номер 7, дорівнює 
[image: image151.wmf]112
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Таким чином, шукана сумарна ймовірність складає
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8. Задано множину 
[image: image153.wmf]{1,2,3,4,5,6,7,8}
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. Ми хочемо пофарбувати усі триелементні підмножини X в один із k кольорів так, щоб кожні дві множини, які не мають спільних елементів, були пофарбовані в різний колір. Якої найменшої кількості кольорів k для цього достатньо?
Відповідь: 
[image: image154.wmf]4.
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Розв’язання. Покажемо спершу, як можна розфарбувати триелементні підмножини в 4 кольори, щоб задовольнити умову задачі. Це можна зробити так: якщо підмножина A складається з чисел a, b та c, причому 
[image: image155.wmf]abc
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, розфарбуємо її в колір a, якщо 
[image: image156.wmf]3
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, або в колір 4, якщо 
[image: image157.wmf]4
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. Якщо дві триелементні підмножини X не мають спільних елементів, то або в одній з них, або в іншій є число, не більше за 3, адже чисел, більших за 3, в X усього 5: 4, 5, 6, 7, 8. Через це обидві множини не може бути водночас пофарбовано в колір 4. З іншого боку, якщо обидві множини пофарбовані однаковим кольором 
[image: image158.wmf]3
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, то вони мають спільний елемент — число r. 

[image: image390.wmf]A

Припустімо тепер, що умову задачу можна задовольнити при 
[image: image159.wmf]3
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. Занумеруємо числами 1, 2, ..., 8 вершини деякого куба, як на рис. 3. Кожній триелементній підмножині 
[image: image160.wmf]{,,}
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 відповідає тепер трикутник із вершинами у вершинах куба з номерами a, b та c. Не кожен трикутник повністю лежить у якійсь із граней куба: наприклад, трикутник {1, 3, 8} міститься всередині куба поза всіма його гранями. Але для доведення достатньо розглянути лише такі трикутники, що лежать на гранях куба.
Два трикутники, які лежать на протилежних гранях (приміром, трикутники {1, 2, 4} і {6, 7, 8}), мають бути пофарбовані в різні кольори. Це означає, що на протилежних гранях не можна знайти такої пари трикутників, що були б пофарбовані однаково. Тоді можемо стверджувати, що якби на кожній із двох протилежних граней трикутники були пофарбовані бодай у два різних кольори, загальна кількість кольорів мала би бути не меншою від 4. А оскільки кольорів маємо лише 3, хоча б на якійсь одній із пари протилежних граней усі трикутники мусять бути пофарбовані однаково. З кожної із трьох пар протилежних граней виберемо одну таку монотонну грань. Нехай, без обмеження загальності, вибрано грані {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6} і {1, 3, 5, 7} (рис. 3). Ці три грані мають бути пофарбовані в різні кольори, бо кожні дві з них містять трикутники, що не перетинаються: {1, 3, 4} і {2, 5, 6} на першій і другій; {1, 2, 6} і {3, 5, 7} на другій і третій; {1, 2, 4} і {3, 5, 7} на першій і третій відповідно.
Розгляньмо, нарешті, трикутник {4, 6, 8}. Його має бути пофарбовано в колір, відмінний від кольору трикутників {1, 2, 3}, {1, 2, 5} і {1, 3, 5}. З іншого боку, ці трикутники розфарбовано в три різні кольори, тож для трикутника {4, 6, 8} доведеться використати один із цих кольорів. Суперечність. Таким чином, обмежитися трьома кольорами не вийде.
Старша ліга

Група «Б»
[image: image391.wmf]C


1. Задача № 1 старша ліга група «А».
2. Задача № 2 старша ліга група «А».
[image: image392.wmf]A

3. Задано опуклий чотирикутник ABCD. Відомо, що зовнішні бісектриси кутів 
[image: image161.wmf]DAC

Ð

 та 
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 лежать за межами чотирикутника (не мають із ним спільних точок, крім A та B відповідно) і перетинаються в точці P. Доведіть, що 
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 тоді й лише тоді, коли 
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Розв’язання. Нехай r та s — зовнішні бісектриси  кутів 
[image: image165.wmf]DAC
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 та 
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 відповідно (рис. 4). Позначмо через 
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 точку, що симетрична до точки C відносно прямої s, а через 
[image: image168.wmf]D
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 — точку, симетричну до D відносно r.
Оскільки s — зовнішня бісектриса, точки 
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, B і D лежать на одній прямій. Крім того, за побудовою 
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, тому 
[image: image171.wmf]CDCBBDBCBD

¢¢

=+=+

. Аналогічно, 
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Нехай 
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. Розгляньмо трикутники 
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 та 
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. Позаяк 
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 і 
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, ці трикутники рівні тоді й лише тоді, коли кути між парою відповідних сторін рівні, а також у тому й тільки в тому випадку, коли їхні треті сторони однакові.
Перша умова означає, що 
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Друга умова означає, що 
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Таким чином, ці дві умови еквівалентні.
4. Задача № 4 старша ліга група «А».
5. Задача № 5 старша ліга група «А».
6. Знайдіть усі натуральні 
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, для яких число 
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Відповідь: 
[image: image187.wmf]3.
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Розв’язання. Нехай справджується рівність 
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. Оскільки сума в лівій частині парна, k має бути парним числом, звідки права, а тому й ліва частина рівняння діляться на 
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. Незалежно від значення n має місце подільність 
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, тому на 
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  має ділитися й число 
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Зауважимо, що 
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. Тож коли n парне, 
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, тому 
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 не ділиться на 4, а відтак і на 
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 — суперечність. Отже, n непарне. Тоді

[image: image197.wmf]12321

35(53)(55353...3)8,

nnnnnn

A

----

+=+-×+×-+=


при цьому число A — непарне, оскільки є сумою непарної кількості непарних чисел. Це означає, що число 
[image: image198.wmf]35

nn

+

 не може ділитися на 
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, коли 
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. Залишається перевірити єдине можливе значення 
[image: image201.wmf]3
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 і переконатися, що воно задовольняє умову.
7. Задача № 7 старша ліга група «А».
8. Задано множину 
[image: image202.wmf]{1,2,3,4,5,6,7}
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. Ми хочемо пофарбувати усі триелементні підмножини X в один із k кольорів так, щоб кожні дві множини, які не мають спільних елементів, були пофарбовані в різний колір. Якої найменшої кількості кольорів k для цього достатньо?
Відповідь: 
[image: image203.wmf]3.
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Розв’язання. Покажемо спершу, як можна розфарбувати триелементні підмножини в 3 кольори, щоб задовольнити умову задачі. Це можна зробити так: якщо підмножина A містить число 1, зафарбуємо її кольором 1; якщо вона не містить одиниці, але містить число 2, зафарбуємо її кольором 2; якщо ж A не містить ні одиниці, ні двійки, зафарбуємо її третім кольором. Нехай дві триелементні підмножини X забарвлено при цьому в один колір. Якщо це колір 1 або 2, то обидві множини містять спільний елемент — число 1 або число 2 відповідно. Якщо ж це третій колір, то обидві множини можуть містити лише числа з набору 3, 4, 5, 6, 7. Оскільки цей набір містить лише 5 чисел, множини матимуть хоча б один спільний елемент.
Припустімо тепер, що умову задачу можна задовольнити, обмежившись двома кольорами. Нехай, без втрати загальності, підмножину {1, 2, 3} пофарбовано в колір 1. Тоді множину {4, 5, 6} має бути пофарбовано в колір 2, бо вона не має з першою підмножиною спільних елементів. Оскільки вона не має спільних елементів також і з множиною {7, 1, 2}, то ця множина мусить бути пофарбована в колір 1. Аналогічно, {3, 4, 5} пофарбована у другий колір; {6, 7, 1} — у перший; {2, 3, 4} — у другий; {5, 6, 7} — у перший, а {1, 2, 3} — у колір 2, що дає явну суперечність із припущенням про колір цієї множини. Таким чином, обійтися двома кольорами не вдасться.
Старша ліга

Група «В»
1. Відомо, що дійсні числа x, y та z задовольняють умови:
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Доведіть, що мінімальне з цих чисел не перевищує 3, а максимальне з них не менше від 5.
Розв’язання. З умов задачі можемо вивести:
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Тоді 
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Звідси випливає, що всі три числа 
[image: image208.wmf]3,3,3
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 не можуть водночас бути додатними. Тож найменше з них не перевищує 0, наслідком чого є перше твердження з умови. Аналогічно,

[image: image209.wmf](5)(5)(5)(5)(5)(5)10()750.

xyyzzxxyyzzxxyz

--+--+--=++-+++=


Звідси випливає, що всі три числа 
[image: image210.wmf]5,5,5
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 не можуть водночас бути від’ємними, тому максимальне з них не менше від 0. Це доводить друге твердження задачі.
2. Задача № 2 старша ліга група «А».
3. Задача № 3 старша ліга група «Б».
4. Задача № 4 старша ліга група «А».
5. Задача № 5 старша ліга група «А».
6. Задача № 6 старша ліга група «Б».
7. Чи можна розбити числа 1, 2, ..., 20 на 10 пар таким чином, щоб сума чисел кожної пари була простим числом і всі 10 таких сум були різними?

Відповідь: не можна.

Розв’язання. Нехай це можливо. Тоді сума чисел кожної пари не перевищує 
[image: image211.wmf]201939
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. Випишімо всі прості числа, що не перевищують 
[image: image212.wmf]39

: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37. Сума десяти найбільших із них дорівнює 
[image: image213.wmf]192

, але сума всіх 20 чисел навіть більша: вона складає 
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. Із одержаної суперечності випливає, що потрібного розбиття не існує.
8. У Барвистому королівстві є 5 міст, і кожні два міста з’єднані між собою дорогою. Королю потрібно пофарбувати кожну дорогу королівства в певний колір так, щоб довільні дві дороги, пофарбовані в один колір, виходили з деякого спільного міста. Якої найменшої кількості кольорів йому для цього вистачить?
Відповідь: 3. 

Розв’язання. Занумеруємо міста числами від 1 до 5. Спершу покажемо, як можна розфарбувати дороги в 3 кольори. Якщо дорога сполучає перше місто із довільним іншим, пофарбуємо її в перший колір; якщо дорога сполучає друге місто із третім, четвертим або п’ятим, пофарбуємо її в другий колір. Решту доріг пофарбуємо третім кольором. Якщо дві дороги пофарбовано в колір 1, вони виходять з першого міста. Якщо дві дороги пофарбовано в колір 2, вони виходять з міста 2. Якщо дві дороги пофарбовано в колір 3, вони з’єднують деякі два з трьох міст 3, 4 і 5, тобто теж повинні проходити через спільне місто.
Припустімо, що існує розфарбування міст у два кольори, яке задовольняє умову задачі. Хай, без втрати загальності, дорога між першим та другим містом пофарбована в колір 1. Тоді дорога між третім і четвертим містом не може бути пофарбована тим самим кольором, отже пофарбована в колір 2. Дорога між п’ятим і першим містом не може бути пофарбована так само, як дорога між третім та четвертим містом, отже вона пофарбована в перший колір. Аналогічно, дорога між другим і третім містом має бути пофарбована у другий колір, а між четвертим і п’ятим — у перший. Тоді обидві дороги між першим і другим містом, а також між четвертим і п’ятим, пофарбовані однаково — в перший колір. Ці дороги не виходять зі спільного міста. Дістали суперечність.
Середня ліга

Група «А»
1. Задача № 1 старша ліга група «В».
2. Розв’яжіть систему рівнянь:
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Відповідь: 
[image: image216.wmf](,,)
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 — одна з трійок 
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Розв’язання. Якщо відняти від другого рівняння системи третє, матимемо, що 
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 дістаємо, що 
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. Підставивши це співвідношення в рівність 
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, одержимо рівняння 
[image: image225.wmf](

)

2

12

(1)14

y

yy

+-=

 
[image: image226.wmf]Û

 
[image: image227.wmf]32

8120

yyy

+--=

 
[image: image228.wmf]Û

 
[image: image229.wmf]2

(3)(2)0

yy

-+=

.
[image: image393.wmf]B

[image: image394.wmf]C

Таким чином, 
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; для кожного з варіантів знаходимо і перевіряємо відповідну трійку 
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3. Задача № 3 старша ліга група «А».
4. Задано трапецію ABCD з основами AB і 
[image: image235.wmf]1
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. M — точка перетину діагоналей трапеції, E — середина сторони AD, а P — точка перетину прямих EM і CD. Доведіть, що 
[image: image236.wmf].
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Розв’язання. Проведімо через точку B пряму, паралельну AD. Нехай вона перетинає пряму CD в точці Q (рис. 5). Тоді за побудовою чотирикутник ABQD — паралелограм. Далі, 
[image: image237.wmf]~

AMBCMD

DD

 з коефіцієнтом 
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. Оскільки AC — медіана 
[image: image239.wmf]ADQ
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 і 
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AMCM

=

 M — центроїд 
[image: image241.wmf]ADQ
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. Тож медіана з вершини Q проходить через точки E та M. Але тоді 
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. А звідси 
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5. Задача № 5 старша ліга група «А».
6. Зростаючу послідовність натуральних чисел 
[image: image246.wmf]12
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 назвімо сегментом. Доведіть, що для довільного натурального n та довільного сегмента 
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 існує сегмент чисел 
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 такий, що числа 
[image: image249.wmf]i
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 та 
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 взаємно прості, 
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Розв’язання. Покладімо 
[image: image252.wmf]1
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, 
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. Тоді 
[image: image254.wmf]i
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 та 
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 будуть взаємно простими, бо числа 
[image: image256.wmf]i
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 та 
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 не можуть мати спільних дільників. Крім того, послідовність чисел 
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 буде, як і послідовність 
[image: image259.wmf]12

,,...,

n

aaa

, зростаючою.
7. На дошці записано квадратичну функцію 
[image: image260.wmf]2
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, коефіцієнти якої не менші за 2. Адам та Єва грають у гру. Адам своїм ходом міняє у функції будь-який коефіцієнт на суму двох інших (наприклад, із 
[image: image261.wmf]2
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 він може зробити 
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), а Єва може замінити будь-який коефіцієнт функції на добуток двох інших (приміром, замість 
[image: image263.wmf]2
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 вона може записати 
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). Адам та Єва ходять по черзі, перший хід робить Адам. Перемагає той гравець, після ходу якого записана на дошці функція має два різних корені. Залежно від значень коефіцієнтів a, b й c початкової функції визначте, чи зможе хтось із гравців забезпечити собі перемогу, і якщо зможе, то хто.
Відповідь: 
якщо або 
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, або 
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 і 
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, перемагає Адам;
якщо 
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 і 
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, перемагає Єва;
якщо 
[image: image270.wmf]2
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 і 
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, перемогти не зможе жоден із гравців. 

Розв’язання. Нехай спершу 
[image: image272.wmf]ac
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. Тоді Адам першим же своїм ходом може записати функцію 
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. Вона має два різних корені 
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 та 
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Нехай тепер 
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. Якщо 
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, то першим своїм ходом Адам запише тричлен 
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, дискримінант якого додатний: 
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Отже, записана Адамом функція матиме два різних корені.

Якщо ж 
[image: image280.wmf]ac
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, а 
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, то жоден із трьох можливих перших ходів Адама не дасть функції, що мала б два різних корені: оскільки з умови задачі 
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, многочлени 
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 та 
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 мають однакові недодатні дискримінанти
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третій можливий многочлен 
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 має єдиний корінь 
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На ходи Адама 
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 та 
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 Єва відповість відповідно ходами 
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 та 
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. Оскільки 
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, обидві ці функції є квадратичними та мають однаковий додатний дискримінант:
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Тож у випадку, коли 
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, для Адама залишається єдиний хід 
[image: image297.wmf]2
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. Якщо при цьому 
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, Єва замінить утворений тричлен на функцію 
[image: image299.wmf]22
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, дискримінант якої додатний:
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Якщо ж, нарешті, 
[image: image301.wmf]2
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, утворений Адамом многочлен має вигляд 
[image: image302.wmf]2
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. Тоді Єва не може замінити перший або третій коефіцієнт, тобто записати 
[image: image303.wmf]2
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 або 
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, оскільки в цьому випадку перший і третій коефіцієнти перед ходом Адама стануть різними, а отже він зможе виграти. Таким чином, Єві залишається «замінити» другий коефіцієнт, записавши той же многочлен 
[image: image305.wmf]2
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. Тоді щоб не програти, Адам теж змушений «змінити» другий коефіцієнт і записати той самий многочлен (бо це, фактично, є перший хід Адама для випадку 
[image: image306.wmf]ac
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, 
[image: image307.wmf](222)

ba

£+

). Далі те саме знову мусить зробити Єва і т. д. Отже, ніхто з гравців перемогти не зможе.
8. Задача № 8 старша ліга група «Б».
Середня ліга

Група «Б»
1. Задача № 1 старша ліга група «В».
2. Задача № 2 середня ліга група «А».
3. Задача № 3 старша ліга група «Б».
4. Задача № 4 середня ліга група «А».
5. Натуральні числа a і b такі, що 
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 Доведіть, що 
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Розв’язання. Нехай найбільший спільний дільник чисел a і b дорівнює d. Тоді 
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 причому u і v — взаємно прості. Твердження з умови тепер можна переписати як 
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. Тоді 
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, а звідси, своєю чергою, 
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. Враховуючи, що u і v не мають спільних дільників, більших за 1, звідси випливає, що 
[image: image319.wmf]1
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 і 
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. Тоді 
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6. Зростаючу послідовність натуральних чисел 
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 назвімо сегментом, якщо 
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. Доведіть, що для довільного натурального n та довільного сегмента 
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 існує сегмент чисел 
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 такий, що числа 
[image: image326.wmf]i
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 та 
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 мають спільний дільник, більший за 1, 
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Розв’язання. Легко зрозуміти, що якщо взяти за послідовність 
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 саму послідовність 
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, умову задачі буде задоволено.
7. Задача № 7 середня ліга група «А».
8. Задача № 8 старша ліга група «В».
Молодша ліга

Група «А»
1. Відомо, що дійсні числа x, y та z задовольняють умови:
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Доведіть, що всі три числа xy, yz та xz не менші за 9, але не більші за 25.
Розв’язання. Оскільки 
[image: image333.wmf]22

()(12)

xyz

+=-

 і 
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, можемо записати, що
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Звідси 
[image: image336.wmf]2
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, і, враховуючи, що умова задачі симетрична відносно всіх змінних, першу частину потрібного твердження доведено.
Щоб довести другу частину твердження, запишемо спершу таке:
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Отже, 
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. Тоді 
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. Якщо тепер знов скористатися рівністю 
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, дістанемо, що 
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. Враховуючи симетричність умови, цим доведено другу частину.
2. Ненульові числа a, b, c задовольняють умову 
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Доведіть, що число 
[image: image347.wmf]222
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 — ціле.
Розв’язання. Якщо у виразі 
[image: image348.wmf]()()()
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 розкрити дужки і звести подібні члени, одержимо рівність 
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. Скориставшись нею, запишемо: 
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[image: image351.wmf]()()()
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3. Задача № 3 старша ліга група «Б».
4. Задача № 4 середня ліга група «А».
5. Задача № 5 середня ліга група «Б».
6. Задача № 6 середня ліга група «А».
7. Задача № 7 старша ліга група «В».
8. Задача № 8 старша ліга група «Б».
Молодша ліга

Група «Б»
1. Задача № 1 молодша ліга група «А».
2. Задача № 2 молодша ліга група «А».
3. Задача № 3 старша ліга група «Б».
[image: image395.wmf]D

4. Задано паралелограм ABPC, причому 
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 гострокутний. Коло, описане навколо 
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, вдруге перетинає пряму CP в точці Q. Доведіть, що 
[image: image354.wmf]PQAC
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 тоді й лише тоді, коли 
[image: image355.wmf]60.
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Розв’язання. Нехай 
[image: image356.wmf]BAC
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. Тоді 
[image: image357.wmf]BPQBPCBAC
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. Якщо точка Q лежить між точками A та C (як на рис. 6), то 
[image: image358.wmf]PQBCQBCAB
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; якщо ж Q лежить між B та C, то 
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. У кожному випадку 
[image: image360.wmf]PQBBPQ
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, звідки 
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. Далі маємо ланцюжок рівносильних тверджень: 
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 — правильний 
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5. Нехай 
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 — нескоротний дріб, де m та n — натуральні числа. Доведіть, що число 
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 натуральне тоді і тільки тоді, коли 
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Розв’язання. Якщо 
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, то 
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Нехай, навпаки, 
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. Тоді 
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. Звідси 
[image: image378.wmf]2
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. А оскільки m та n, згідно з умовою, не мають спільних дільників, більших за 1, 
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. Тоді й 
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6. Задача № 6 середня ліга група «Б».
7. Чи можна розбити числа 1, 2, ..., 12 на 6 пар таким чином, щоб сума чисел кожної пари була простим числом і всі 6 таких сум були різними?
Відповідь: можна.

Розв’язання. Щоб розв’язати задачу, достатньо навести приклад розбиття, яке задовольняє умову: 
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8. Задача № 8 старша ліга група «В».
Рис. 1
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Рис. 2
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Рис. 3
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Рис. 4
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Рис. 5
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Рис. 6
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