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Перший день

8 клас

1. (Ясiнський В’ячеслав) При яких натуральних n значення кожного з виразiв
n2 − 10n+ 23, n2 − 9n+ 31 i n2 − 12n+ 46 є простим числом.

Вiдповiдь: n = 3, n = 7.

Розв’язання. Нехай n таке натуральне число, що задовольняє умову задачi. Зна-
йдемо суму усiх чисел: 3n2 − 31n + 100 = 2n2 − 30n + n(n − 1) + 100 – парне число.
Це означає, що усi цi три числа не можуть бути непарними. Тому хоча б одне iз них
буде парним, тобто дорiвнює 2. Розв’язавши кожне з трьох рiвнянь:

n2 − 10n+ 23 = 2, n2 − 9n+ 31 = 2, n2 − 12n+ 46 = 2,

ми знаходимо, що n = 3 або n = 7. Залишилося перевiрити цi значення.

При n = 3 маємо: n2 − 10n+ 23 = 2, n2 − 9n+ 31 = 13 та n2 − 12n+ 46 = 19.

При n = 7 маємо: n2 − 10n+ 23 = 2, n2 − 9n+ 31 = 17 та n2 − 12n+ 46 = 11.

Як бачимо усi одержанi значення – простi. Отже, умова задачi виконується лише
для n = 3 , n = 7.

2. (Рубльов Богдан) В рядок записали n ≥ 5 дiйсних чисел. З’ясувалось, що сума
будь-яких трьох записаних поспiль чисел – додатне число, а сума будь-яких 5 за-
писаних поспiль чисел є вiд’ємним числом. При якому найбiльшому значеннi n це
можливо?

Вiдповiдь: n = 6.

Розв’язання. Наведемо вiдповiдний приклад для n = 6: 3,−5, 3, 3,−5, 3.

Припустимо, що iснують вказанi числа для деякого n ≥ 7, виберемо довiльнi 5 чисел
a, b, c, d, e, якi стоять поруч. Оскiльки за умовою a + b + c > 0, c + d + e > 0 ⇒
(a+ b+ c+d+e)+ c > 0, а також a+ b+ c+d+e < 0. Звiдси очевидно, що c > 0, тому
серед 5 чисел, якi стоять поруч середнє завжди повинно бути додатним. За таких
умов усi числа окрiм 2 крайнiх з кожного краю є середнiми у деякiй п’ятiрцi, тому
вони усi повиннi бути додатними.

Тепер розглянемо 6 поруч записаних чисел: a, b, c, d, e, f . Тодi за умовою a + b + c +
d+ e < 0, а (a+ b+ c) + (d+ e+ f) > 0. Таким чином f > 0, аналогiчно a > 0, тобто
крайнi числа у кожнiй шiстцi повиннi також бути додатними. Остаточно маємо, що
усi n чисел повиннi бути додатними. Що очевидно, умову задачi не задовольняє.
Одержана суперечнiсть завершує доведення.

3. (Бiлокопитов Євген) Точка P належить трикутнику ABC. Центри описаних кiл
трикутникiв PBC,PAC, PAB позначимо через OA, OB, OC вiдповiдно. Позначимо
через OP – центр oписаного кола трикутника OAOBOC . Доведiть, що точка P задо-
вольняє умову OP = P тодi i тiльки тодi, коли P – ортоцентр 4ABC.
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Розв’язання. Нехай A′ = PA∩OBOC , B
′ =

PB ∩ OAOC , C
′ = PC ∩ OBOA, OAOC є

серединним перпендикуляром до BP , то-
му мiстить точку B′ – середину вiдрiзку
BP . Аналогiчно, A′, C ′ є серединами PA, PC
(рис.1). Якщо P є центром описанного ко-
ла 4OAOBOC то перпендикуляр, опущений
з P на OAOC є серединним, отже B′, як
основа цього перпендикуляру є також сере-
диною OAOC . Аналогiчно, в цьому випадку,
A′, C ′ є серединами OBOC , OAOB. При цьому
PB ⊥ OAOC ‖ A′C ′ ‖ AC, бо A′C ′ є сере-
дньою лiнiєю трикутникiв OAOBOC та APC.
Аналогiчно PA ⊥ BC, PC ⊥ AB, отже P –
ортоцентр4ABC. Очевидно також, що якщо
P – ортоцентр, то OP = P .

4. (Гоголєв Андрiй) Розв’яжiть в натураль-
них числах n, k рiвняння:

(n+ 1)n = 2nk + 3n+ 1.

Вiдповiдь: n = k = 3.
Розв’язання. Перепишемо рiвняння у виглядi 2nk + 3n = (n+ 1)n− 1. Розкладемо
праву частину на множники i отримаємо:

2nk + 3n = (n+ 1)n − 1 = (n+ 1− 1)
(
(n+ 1)n−1 + (n+ 1)n−2 + . . .+ (n+ 1) + 1

)
.

Права частина дiлиться на n2 оскiльки перший множник дорiвнює n, а другий має
n доданкiв, кожний з яких дає остачу 1 при дiленнi на n, тобто також дiлиться на
n. Отже

(
2nk−1 + 3

) ...n. Можливi два випадки.

1) k = 1, тому 5
...n, тому треба розглянути випадки n = 1 та n = 5. При n = 1 маємо

2 = 6 – суперечнiсть. При n = 5 маємо 65 = 31 – також суперечнiсть.

2) k > 1, тодi повинна виконуватись умова 3
...n. Знову треба розглянути два випадки

n = 1 та n = 3. При n = 1 маємо 2 = 6 – суперечнiсть. При n = 3 маємо 64 = 2·3k+10,
звiдки знаходимо, що k = 3.

Таким чином знаходимо розв’язок n = k = 3.

9 клас

1. (Рубльов Богдан) Числа a1 = 1, a2 = 1 − 1
2
, a3 = 1 − 1

2
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3
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4
+ . . . + 1
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, a2010 = 1 − 1

2
+ 1

3
− 1

4
+ . . . + 1

2009
− 1

2010
записали у

порядку зростання.

З’ясуйте яке число у цiй розстановцi записане:

а) на 1000-му мiсцi;
б) на 2000-му мiсцi?
Вiдповiдь: а) a2000; б) a21?
Розв’язання. Неважко поба-
чити, що кожне наступне число
потрапляє промiж двома попе-
реднiми числами (рис.2).
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Зрозумiло, що виконуються такi нерiвностi: для парного n = 2k:

a2k−2 = 1− 1

2
+

1

3
− . . .− 1

2k − 2
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2
+

1

3
− . . .− 1

2k − 2
+

1

2k − 1
− 1

2k
<

< a2k−1 = 1− 1

2
+

1

3
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2k − 2
+

1

2k − 1
,

для непарного n = 2k + 1:

a2k = 1− 1

2
+

1

3
− . . .− 1

2k
< a2k+1 = 1− 1

2
+

1

3
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2k − 1
− 1

2k
+

1

2k + 1
<

< a2k−1 = 1− 1

2
+

1

3
− . . .+ 1

2k − 1
.

Тому усi числа будуть йти таким чином у порядку зростання:

a2, a4, . . . , a2010, a2009, a2007, . . . , a3, a1.

Тепер вже неважко з’ясувати, що на 1000-му мiсцi стоїть a2000, а на 2000-му мiсцi
стоїть a21.

2. (Петровський Дмитро) Нехай P (x), Q(x) та R(x) – многочлени, при цьому Q(x)
та R(x) набувають лише невiд’ємних значень. Вiдомо, що рiвняння

P (x) +
√
Q(x) +

√
Q(x) +

√
R(x) = 0

має нескiнченно багато коренiв. Чи випливає звiдси, що будь-яке дiйсне число є
коренем данного рiвняння?

Вiдповiдь: Не обов’язково.

Розв’язання. Покажемо, що це не так, для чого наведемо вiдповiдний приклад.

P (x) = x, Q(x) = 1
4
x2,
√
Q(x) = 1

2
|x|, R(x) = 0. Тодi

√
Q(x) +

√
R(x) = 1

2
|x| i маємо:

P (x)+
√
Q(x)+

√
Q(x) +

√
R(x) = x+ |x| =

{
2x, x ≥ 0,

0, x < 0.
Таким чином лiва частина

не дорiвнює тотожньо нулевi, але рiвняння має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв.

Зауважимо, що це не єдиний приклад, можна вибра-
ти Q(x) = 1

8
x2, R(x) =

(
1
8
x2
)2.

3. (Нагель Iгор) Дано гострокутний трикутник ABC.
На серединних перпендикулярах до його сторiн AB i
BC вiдповiдно вiдмiтили точки P i Q, а M i N – їх
проекцiї на сторону AC (дивись рис.3). З’ясувалося,
що 2MN = AC. Доведiть, що описане коло трику-
тника PBQ проходить через центр описаного кола
трикутника ABC.
Розв’язання. Нехай O – точка перетину серединних перпендикулярiв до сторiн
AB i BC. Тодi O – центр описаного кола трикутника ABC. Нехай цi серединнi
перпендикуляри перетинають сторони AB i BC в точках K i L вiдповiдно. Тодi
KL – середня лiнiя трикутника ABC. За властивiстю середньої лiнiї одержуємо, що
KL ‖ AC i 2KL = AC. Тому, MKLN – паралелограм, бо KL ‖ MN i KL = MN .
Оскiльки PM ⊥ AC i QN ⊥ AC, то PN ‖ QN . Так як PM ‖ QN i KM ‖ LN , то
∠PMK = ∠QNL (рис.4).
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Точки A i P видно iз точок K iM пiд прями-
ми кутами, тому точки P , K, M i A лежать
на колi з дiаметром PA. Аналогiчно доводи-
ться, що точки Q, N , C i L лежать на колi з
дiаметром CQ, а точки O, K, B i L лежать
на колi з дiаметром BO. Звiдси випливає, що
∠PAK = ∠PMK = ∠QNL = ∠QCL.
Оскiльки точки P i Q лежать на серединних
перпендикулярах до сторiн AB i BC, то три-
кутники APB i BQC – рiвнобедренi. Звiдси
випливає, що ∠PBA = ∠PAB = ∠QCB =
∠QBC.
Таким чином, ∠PBQ = ∠KBL = 180◦ −
∠KOL = 180◦ − ∠POQ, тобто точки P , B,
Q, O належать одному колу, що i треба було
довести.

4. (Сердюк Назар) Натуральнi числа a, b та-
кi, що число m = a+b+2

√
ab+ 1 є натураль-

ним. Доведiть, що m – складене число.

Розв’язання. Припустимо що p = a+b+2
√
ab+ 1 є простим для деяких натураль-

них a, b. Тодi ab + 1 це квадрат цiлого числа, отже числа a та b рiзнi. За нерiвнiстю
Кошi маємо a+ b ≥ 2

√
ab. Крiм того 2

√
ab+ 1 > 2

√
ab+ 1⇒ a+ b ≥ 2

√
ab+ 1. Число

p непарне бо воно бiльше 2, отже a + b − 2
√
ab+ 1 це натуральне число. З рiвностi

(a + b + 2
√
ab+ 1)(a + b − 2

√
ab+ 1) = (a − b + 2)(a − b − 2) 6= 0 випливає, що одне

з чисел a − b − 2, a − b + 2 має дiлитися на p, проте кожне з них не перевищує за
модулем a+ b+ 2, що менше за p. Отримана суперечнiсть доводить задачу.

Розв’язання. (Атамась Володимир). З умови випливає, що 2
√
ab+ 1 – на-

туральне число. Число z =
√
ab+ 1 не може бути не натуральним, бо iнакше ab + 1

було б дробовим, а це неможливо, бо a, b – натуральнi. Тодi b = z2−1
a

= (z−1)(z+1)
a

. Це
означає, що a можна розкласти на множники a = a1a2 так, що z − 1 дiлиться на a1,
а z+1 – на a2. m = a+ (z−1)(z+1)

a
+2z = (a+z)2−1

a
= (a+z−1)(a+z+1)

a
= a+z−1

a1

a+z+1
a2

. Обидва
множники a+z−1

a1
та a+z+1

a2
– натуральнi та бiльшi одиницi, а тому m – складене.

10 клас

1. Парабола y = ax2 + bx + c проходить через точки A(−2, 1) та B(2, 9) i не має спiль-
них точок з вiссю абсцис. Знайти усi значення якi може приймати абсциса вершини
параболи.

Вiдповiдь: (−4,−1).

Розв’язання. Запишемо умови, що парабола проходить через заданi точки:{
4a− 2b+ c = 1,
4a+ 2b+ c = 9,

звiдки маємо, що b = 2 та 4a + c = 5. З умови, що парабола не має дiйсних коренiв,
маємо D = b2 − 4ac = 4 − 4a(5 − 4a) < 0, звiдки одержуємо умову на a: 1

4
< a < 1.

Залишається розв’язати вiдповiдну нерiвнiсть для абсциси вершини. Оскiльки xv =
− b

2a
= − 1

a
⇒ xv ∈ (−4,−1).

2. (Анiкушин А., Рубльов Б.) Для деяких дiйсних чисел x, y числа x2 + y2, x3 + y3

та x4 + y4 рацiональнi. Чи обов’язково число x+ y також рацiональне?

Вiдповiдь: Число обов’язково рацiональне.
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Розв’язання. Розглянемо спочатку випадок xy = 0, тобто припустимо, що, напри-
клад, y = 0. Якщо x2 та x3 – рацiональнi, то рацiональним також є й число x3

x2 = x.

Нехай тепер xy 6= 0. З рiвностi (x2 + y2)
2

= (x4 + y4) + 2x2y2 маємо, що (xy)2 ∈ Q.
Але тодi (x6 + y6) = (x2 + y2) ((x4 + y4)− (xy)2) ∈ Q. Тому з рiвностi (x3 + y3)2 =

(x6 + y6) + 2(xy)3 випливає, що (xy)3 ∈ Q, але тодi вже й (xy)3

(xy)2
= xy ∈ Q, i остаточно

x+ y = x3+y3

(x2+y2)−xy ∈ Q, що й треба було довести.

3. (Рубльов Богдан) Андрiй має картки, якi з одного боку однаковi, а на iншiй сто-
ронi записанi числа 1, 3, 5, . . . , 2009, а Леся – такi ж самi картки тiльки з числами
2, 4, 6, . . . , 2010. Леся викладає усi свої картки в один ряд числами донизу (тобто
значень чисел спочатку не видно), пiсля цього Андрiй викладає свої картки поверх
Лесиних. Таким чином утворюється 1005 пар карток. Пiсля цього числа у парах
порiвнюють i тому з гравцiв, у кого число бiльше, нараховується 1 бал. Андрiю вi-
домо, що Леся викладає свої картки з числами у порядку зростання злiва направо,
починаючи з деякого мiсця. Коли вона доходить до останньої позицiї, то далi зно-
ву починає викладати картки у порядку зростання з самої лiвої позицiї. Наприклад:
20, 22, 24, . . . , 2010, 2, 4, . . . , 18. Андрiй прагне набрати якомога бiльше очок. Яку кiль-
кiсть очок вiн може собi забезпечити, яким би не виявились розташування карток з
числами у Лесi?

Вiдповiдь: Андрiй може набрати 502 очки.

Розв’язання. Для цього Андрiй викладає свої картки справа налiво у такому
порядку: 2009, 2007, 2005, . . . , 3, 1. Покажемо, що як би не викладала свої картки Леся
Андрiй набере 502 очки. Зробимо це методом математичної iндукцiї. Усього у Лесi
є 1005 варiантiв викладання карток (кожний варiант зображений у вiдповiдному
рядку) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 4 6 2008 2010
4 6 8 2010 2
6 8 10 2 4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
2008 2010 2 2004 2006
2010 2 4 2006 2008

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Якщо порiвняти варiант Андрiя з першим рядком, то бачимо, що треба порiвняти
такi розклади: 2, 4, . . . , 2010 та 2009, 2007, 2005, . . . , 3, 1. Як бачимо Андрiй набирає
рiвно 502 очки у перших стовпчиках. Це – база iндукцiї. Припустимо, що у k-му рядку
Андрiй набирає 502 очки. Тодi вони набираються так: частина у перших стовпчиках,
а решта – у останнiх. Разом – 502.

Покажемо, що у наступному
(k+ 1)-му рядку – їх буде стiльки ж. У порiвняннi з k-м рядком, буде зменшення на
1 очко на початку рядка та збiльшення на 1 очко наприкiнцi.

Тепер покажемо, що кращого результату Андрiй досягти не зможе. Оскiльки Леся
знає розташування карток Андрiя вона вибере той рядок iз можливих який дає ма-
ксимальну кiлькiсть очок саме їй. Пiдрахуємо, а скiльки усього балiв може набрати
Андрiй при усiх можливих 1005 Лесиних розкладах карт. Розташуємо карти Андрiя
пiд низом наведеної таблички 1005× 1005.

Пiдрахуємо загальну кiлькiсть балiв: там, де стоїть число 2009, Андрiй набере 1004
очки (програє лише тому рядку, де у Лесi – 2010), Андрiйкове число 2007 загалом
набере 1003 очко, i т.д., число 1 набере 0 очок. Таким чином, разом буде набрано
1004 + 1003 + . . .+ 1 + 0 = 1005·1004

2
= 502 · 1005 очок.
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Тому в середньому Андрiй наби-
рає 502 очки у кожнiй з 1005 ва-
рiантiв. Тобто, якщо iснують роз-
клади, при якому хоч у одному
рядку Андрiїв виграш бiльше 502
очок, то iснують варiанти, при
яких виграш менший, а тому Ле-
ся може вибрати саме цей розклад.
Таким чином наведений вище ва-
рiант для Андрiя – найкращий.

4. (Бiлокопитов Євген) Точка P
належить трикутнику ABC. Цен-
три вписаних кiл у трикутники
PBC,PAC, PAB позначимо через
IA, IB, IC вiдповiдно. Позначимо
через IP – центр вписаного кола
у трикутник IAIBIC . Довести, що
для точки P , яка задовольняє умо-
ву IP = P , виконуються рiвностi:

AP −BP = AC −BC, BP − CP = BA− CA, CP − AP = CB − AB.

Розв’язання. Позначимо точки A′ = AP ∩ IBIC , B′ = BP ∩ IAIC , C ′ = CP ∩ IBIA
(рис.5). Оскiльки IP = P , то IAP є бiсектрисою кутiв ∠BPC та ∠IBIAIC , тому
двi пари прямих IAIB, IAIC , а також BP,CP симетричнi вiдносно прямої IAP . Тому
∠(IAIB, CP ) = ∠(BP, IAIC) (орiєнтовнi кути). Аналогiчно ∠(IBIC , AP ) = ∠(CP, IBIA),
∠(ICIA, BP ) = ∠(AP, ICIB), отже ∠(IAIB, CP ) = ∠(BP, IAIC) = −∠(AP, ICIB) =
∠(CP, IBIA) ⇒ CP ⊥ IBIA.

А оскiльки основа перпендикуляру, опущеного з iнцентра трикутника на його сто-
рону, є точкою дотику iз цiєю стороною вписаного кола, то вписанi кола в 4PAC
та PBC дотикаютьcя прямої CP в C ′, отже цi два кола дотикаються i мiж собою.
Аналогiчно мiж собою в B′ дотикаються вписанi кола 4PAB,4PBC та PB, а в A′
– вписанi кола 4PAC,4PAB. Нехай A′′ – точка дотику вписаного кола 4PBC та
BC. Аналогiчно визначаються точки B′′, C ′′. Тодi

AP +BC = PA′ + AA′ +BA′′ + A′′C = PB′ + AB′′ +BB′ +B′′C = BP + AC.

Аналогiчно AP + BC = CP + AB. Отже P – така точка, що AP − BP = AC −
BC,BP − CP = BA− CA,CP − AP = CB − AB, що й треба було довести.

11 клас

1. (Лейфура Валентин) При яких дiйсних числах a i b найбiльше з чисел 3a2 + 2b i
3b2 + 2a приймає найменше значення?

Вiдповiдь: a = b = −1
3
.

Розв’язання. Нехай M(a, b) = max{3a2 + 2b, 3b2 + 2a}. Тодi M(a, b) ≥ 3a2 + 2b i
M(a, b) ≥ 3b2 + 2a. Звiдки випливає, що 2M(a, b) ≥ 3a2 + 2b+ 3b2 + 2a. Таким чином,

2

3
M(a, b) +

2

9
≥
(
a+

1

3

)2

+

(
b+

1

3

)2

≥ 0,

тобто M(a, b) ≥ −1
3
, причому M(a, b) = −1

3
, якщо a = b = −1

3
.
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2. (Сенiн Вiталiй) Розв’яжiть в цiлих невiд’ємних числах k, n рiвняння

22k+1 + 9 · 2k + 5 = n2.

Вiдповiдь: k = 0, n = 4.

Розв’язання. Розглянемо це рiвняння по модулю 8. При k ≥ 3 лiва частина кратна
8, а права частина на 8 не дiлиться. Таким чином, залишається розглянути лише
випадки k ∈ {0, 1, 2}.
При k = 0 маємо рiвняння n2 = 16 звiдки n = 4.

При k = 1 маємо рiвняння n2 = 31, розв’язкiв немає.

При k = 2 маємо рiвняння n2 = 73, розв’язкiв немає.

3. (Сердюк Назар) Всерединi паралело-
грама ABCD вiдмiченi точки P та Q, що
симетричнi вiдносно точки перетину дiа-
гоналей паралелограма. Доведiть, що кола
описанi навколо трикутникiв ABP , CDP ,
BCQ та ADQ мають спiльну точку.
Розв’язання. Позначимо через X – дру-
гу точку перетину кiл, що описанi навко-
ло 4ADQ та BCQ, QE – промiнь, який
має однаковий напрямок з променем CB
(рис.6).
Тодi ∠EQB = ∠QBC, ∠EQA = ∠QAD
⇒ AQB = ∠QAD + ∠QBC = 180◦ −
∠QXD + 180◦ − ∠QXC = ∠CXD. Крiм
того, ∠AQB = ∠CPD, бо трикутники
AQB та CPD центрально симетричнi вiд-
носно центра паралелограма. Отже точки
D,P,X,C лежать на одному колi. Анало-
гiчно точки A,P,X,B також лежать на
одному колi, тобто усi 4 кола мають спiль-
ну точку X, що й треба було довести.
Це доведення спирається на конкретне
розташування точок, а тому для повного
доведення ще треба розглянути принаймнi
3 випадки. Цього недолiку позбавлене iн-
ше розв’язання, яке ми тут наводимо. Во-
но спирається на орiєнтованi кути.
Для визначених вище позначень маємо:
∠(QB;QA) = ∠(QB;BC) + ∠(BC;QA) = ∠(QB;BC) + ∠(AD;QA) = ∠(QX;XC) +
∠(DX;XQ) = ∠(DX;XC). Далi завершення спiвпадає з попереднiм, оскiльки,
∠(QB;QA) = ∠(PD;PC) бо трикутники AQB та CPD центрально симетричнi вiд-
носно центра паралелограма. Отже точки D,P,X,C лежать на одному колi. Анало-
гiчно точки A,P,X,B також лежать на одному колi, тобто усi 4 кола мають спiльну
точку X, що й треба було довести.

4. (Анiкушин А., Рубльов Б.) Вiдомо, що число α таке iррацiональне число, для
якого iснують числа x, y, такi що x + y = α, а xk + yk є рацiональним числом для
усiх натуральних k вiд 2 до n. Для якого найбiльшого n це можливо?

Вiдповiдь: n = 3.
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Розв’язання. Покажемо, що при n = 4 це неможливе.

Розглянемо спочатку випадок xy = 0, тобто припустимо, що y = 0. При n = 2 це
можливо, як приклад x =

√
2 ∈ R \Q x2 = 2 ∈ Q. Але, якщо x2 та x3 – рацiональнi,

то рацiональним також є й число x3

x2 = x також рацiональне.

Нехай тепер xy 6= 0. При n = 4 маємо, що x2 + y2, x3 + y3, та x4 + y4 – рацiональнi.
З рiвностi (x2 + y2)

2
= (x4 + y4) + 2x2y2 маємо, що (xy)2 ∈ Q. Але тодi (x6 + y6) =

(x2 + y2) ((x4 + y4)− (xy)2) ∈ Q, тодi з рiвностi (x3 + y3)2 = (x6 + y6) + 2(xy)3 маємо,
що (xy)3 ∈ Q, але тодi вже й (xy)3

(xy)2
= xy ∈ Q, i остаточно x+ y = x3+y3

(x2+y2)−xy = α ∈ Q –
одержали суперечнiсть.

Покажемо, що при n = 3 вiдповiднi числа iснують. Позначимо через a = x+y, b = xy.
x2 +y2 = (x+y)2−2xy = (a−2b) ∈ Q, x3 +y3 = (x+y) ((x+ y)2 − 3xy) = a(a2−3b) ∈
Q. Пiдберемо такi iррацiональнi a, b, щоб це виконувалось. Нехай (a2 − 2b) = p,
a(a2 − 3b) = q, тодi b = 1

2
(a2 − p) ⇒ a(3p − a2) = 2q, таким чином маємо для a таке

кубiчне рiвняння: a3 − 3ap + 2q = 0. Пiдберемо деяке iррацiональне a, наприклад
a = 2 −

√
2, далi послiдовно обчислюємо p i q. Пiдставляємо у кубiчне рiвняння i

маємо, що p = 14
3
, q = 4. Далi маємо, що b = 2

3
− 2
√

2, тобто для знаходження x, y

маємо таку систему:
{
x+ y = 2−

√
2,

xy = 2
3
− 2
√

2,

тобто вони є коренями такого квадратного рiвняння: t2− at+ b = 0. Обчислимо його
дискримiнант, щоб переконатись, що цi числа є дiйсними:D2 = a2−4b = 10

3
+4
√

2 > 0.

Остаточно переконаємось, що x2+y2 = (a2−2b) = 14
3

= p та x3+y3 = a(a2−3b) = 4 = q.
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