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1. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n òàêèõ, ùî íàéáiëüøèé ïðîñòèé
äiëüíèê n4 + 1 áiëüøèé çà 2n.

2. Íåõàé p > q − íàòóðàëüíi ÷èñëà i
√
p−√q < 1. Äîâåäiòü, ùî pq 6= ab äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëü-

íèõ a, b ç iíòåðâàëà (q, p).

3. Ó ïîñëiäîâíîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë {an}, a1 = 1, an+1 = an+[
√
an]. Äîâåäiòü, ùî ñåðåä ÷ëåíiâ

öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi íåñêií÷åííî áàãàòî êâàäðàòiâ öiëèõ ÷èñåë.

4. Íåõàé n − íàòóðàëüíå ÷èñëî i a1, a2, · · · , an − íàòóðàëüíi ÷èñëà, íå âñi îäíàêîâi. Äîâåäiòü,
ùî iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ïðîñòèõ ÷èñåë p äëÿ ÿêèõ ak1 + ak2 + · · · + akn äiëèòüñÿ íà p äëÿ
äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî k.

5. Çíàéäiòü óñi ïàðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (m,n) òàêi, ùî m2·3n +m3n + 1 äiëèòüñÿ íà n.

6. Íåõàé a, b, k − íàòóðàëüíi ÷èñëà, n > 1 − íåïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, p − íåïàðíå ïðîñòå
÷èñëî òà an + bn = pk. Äîâåäiòü, ùî n = pm äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî m.

7. Äàíî íàòóðàëüíi ÷èñëà a, b, c, d òàêi, ùî ab = cd. Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî a+ b+ c+ d ñêëàäåíå.

8. Íåõàé f − ìíîãî÷ëëåí ç öiëèìè êîåôiöiåíòàìè, i p − ïðîñòå ÷èñëî òàêå, ùî f(0) = 0, f(1) = 1
i f(k) ≡ 0 àáî 1 mod p äëÿ óñiõ íàòóðàëüíèõ k. Äîâåäiòü, ùî ñòåïiíü f íå ìåíøà çà p− 1.

9. Äîâåäiòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n iñíóþòü ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà a1, a2, · · · , an
òàêi, ùî ai − aj äiëèòü ai + aj äëÿ i 6= j.

10. Äàíî öiëi ÷èñëà a òà b òàêi, ùî 2na + b − öå òî÷íèé êâàäðàò äëÿ áóäü-ÿêîãî íåâiä'¹ìíîãî
öiëîãî ÷èñëà n. Äîâåäiòü, ùî a = 0.

11. Äàíî ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë {rn} òàêó, ùî r1 = 2 i rn = r1 · r2 · · · rn−1 + 1 äëÿ
n ≥ 2. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî íàòóðàëüíi ÷èñëà a1, a2, · · · , an òàêi, ùî 1

a1
+ · · · + 1

an
< 1, òî

1
a1

+ · · ·+ 1
an
≤ 1

r1
+ · · ·+ 1

rn
.

12. à). Çíàéäiòü óñi ïàðè íàòóðàëüíèõ (a, b) òàêi, ùî a2 + 1 äiëèòüñÿ íà ab+ a+ b− 1.
á). Çíàéäiòü óñi ïàðè íàòóðàëüíèõ (a, b) òàêi, ùî a2b2 + a2 + b2 + 1 äiëèòüñÿ íà ab+ a+ b− 1 i
ab+ a+ b− 1 íå äiëèòüñÿ íà p2 äëÿ áóäü-ÿêîãî ïðîñòîãî p.

13. Íåõàé a < b < c < d − íåïàðíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ïðè÷îìó ad = bc, a+ d = 2k, b+ c = 2m äëÿ
äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ k,m. Äîâåäiòü, ùî a = 1.

14. Äîâåäiòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íåïàðíîãî n ≥ 3 iñíóþòü íåïàðíi íàòóðàëüíi ÷èñëà x, y òàêi, ùî
7x2 + y2 = 2n.

15. Íåõàé P (x) = xn + an−1x
n−1 + · · · a1x + 1 äå ai = an−i − íàòóðàëüíi ÷èñëà, n ≥ 2. Äîâåäiòü,

ùî iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ïàð íàòóðàëüíèõ ÷èñåë x, y òàêèõ, ùî y|P (x) i x|P (y).

16. Íåõàé a, b, c − íàòóðàëüíi ÷èñëà òàêi, ùî c(c2− c+1) äiëèòüñÿ íà ab i a+ b äiëèòüñÿ íà c2 +1.
Äîâåäiòü, ùî {a, b} = {c, c2 − c+ 1}.

17. Íåõàé p − ïðîñòå i a1, a2, · · · , ap+1 − ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Äîâåäiòü, ùî iñíóþòü iíäåêñè

i, j ≤ p+ 1 òàêi, ùî
max{ai,aj}
gcd(ai,aj)

≥ p+ 1.


