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8 клас

1. (Рубльов Богдан) Знайдiть усi пари цiлих чисел (x, y), що задовольняють рiвнiсть:∣∣∣x+
∣∣x+ |x|

∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∣| − y| − y∣∣− y∣∣∣ = 2011.

Вiдповiдь: x = −1, y = 2011 та x = −2011, y = 1.
Розв’язання. Оскiльки число 2011 – просте, то кожний з множникiв у лiвiй частинi

рiвняння повинен дорiвнювати або 1, або 2011.
При x ≥ 0 перший множник дорiвнює 3x, тому розв’язкiв немає. Аналогiчно, при y ≤ 0

другий множник дорiвнює −3y, i також розв’язкiв немає.
Нехай тепер x < 0 та y > 0, тодi:∣∣∣x+
∣∣x+ |x|

∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∣| − y| − y∣∣− y∣∣∣ =
∣∣x+ |x− x|

∣∣ · ∣∣|y − y| − y∣∣ = |x| · | − y| = −xy = 2011.

Вже звiдси з простоти числа 2011 знаходимо наведенi вiдповiдi.

2. (Рожкова Марiя) У трикутнику ABC кут A вдвiчi бiльший вiд кута B, CD –
бiсектриса кута C. Доведiть, що BC = AC + AD.

Розв’язання. Побудуємо пряму AE, яка перпендикулярна
до прямої CD (точка E належить сторонi BC). Тодi 4ACE
рiвнобедрений (бiсектриса кута C є водночас висотою три-
кутника) (рис.1). Тому AC = CE. 4ADE рiвнобедрений, бо
пряма CD перпендикулярна до AE i дiлить сторону AE нав-
пiл (висота є медiаною). Маємо:

AD = DE. (1)

Нехай ∠B = α, ∠A = 2α, ∠C = 180◦−3α. Тодi маємо, що ∠ADC = α+90◦− 3α
2

= 90◦−α
2
.

Тодi ∠ADE = 180◦ − α, отже ∠EDB = α = ∠B, тому 4DEB рiвнобедрений, звiдки

BE = DE. (2)

З (1) i (2) випливає, що AD = BE. Остаточно маємо, що
BC = CE +BE = AC + AD.

3. (Сенiн Вiталiй) Для попарно рiзних натуральних чисел
a, b, c, d число ab+ cd дiлиться нацiло на число ac+ bd. Дове-
дiть, що число ac+ bd складене.
Розв’язання. Методом вiд супротивного. Припустимо, що
число (ac + bd) – просте. Тодi (ac + bd) | (ab + cd) ⇒ (ac +
bd) | (ac+bd+ab+cd) = (a+d)(b+c), тому (ac+bd) | (a+d) або
(ac+bd) | (b+c). Але при рiзних числах a, b, c, d це неможливо,
оскiльки (ac + bd) > (a + d) та (ac + bd) > (b + c). Одержана
суперечнiсть завершує доведення.
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4. (Чорний Максим) З квадрата розмiром 2011 × 2011 вирi-
зали одну кутову клiтинку. Чи можна фiгуру, що утворилась,
розрiзати вздовж лiнiй сiтки на квадрати, кiлькiсть яких не пе-
ревищує 120?
Вiдповiдь: так.
Розв’язання. Будемо позначати a → x, якщо квадрат a × a,
з якого вирiзано одну кутову клiтинку, можна розрiзати на x
квадратiв уздовж лiнiй сiтки.
Очевидно, що 2→ 3. Також помiтимо, що 7→ 8 та 9→ 9 (рис.2
та 3):

Покажемо, що якщо a → x та b → y, то ab → x + y. Дiйсно, квадрат зi стороною ab i
вирiзаною клiтинкою можна розрiзати на квадрат зi стороною b i вирiзаною клiтинкою,
який розбивається на y квадратiв, та квадрат зi стороною ab, вiд кута якого вiдрiзано
квадрат зi стороною b.

Його можна розбити на x квадратiв, адже це той самий ква-
драт зi стороною a i вирiзаною клiтинкою, але збiльшений в
b разiв за стороною. Отже, квадрат зi стороною ab без клi-
тинки розбивається на x + y квадратiв. Звiдси ж випливає,
що якщо

a→ x ⇒ 2a→ x+ 3. (∗)

Покажемо, що якщо

a→ x ⇒ 2a− 1→ 2x+ 2. (∗∗)
Дiйсно, ”неповний” квадрат розбивається на 2 квадрати зi стороною a−1 та 2 ”неповнi”

квадрати зi стороною a (рис.4).
А тому: 7 → 8, 9 → 9, 63 → 17, 126 → 20, 252 → 23, 503 → 48, 1006 → 51, 2011 → 104.

Таким чином, користуючись (*) та (**), ми показали, що початкова фiгура розбивається
на 104 < 120 квадратiв.

9 клас

1. (Рубльов Богдан) Розв’язати рiвняння:[
|x|
]

=
∣∣[x]∣∣,

де [a] – це цiла частина числа a, тобто найбiльше цiле число, що не перевищує a.
Вiдповiдь: Усi невiд’ємнi та цiлi вiд’ємнi числа.
Розв’язання. Розглянемо 3 випадки.
1) x ≥ 0, тодi |x| = x, [x] ≥ 0, i тому

∣∣[x]∣∣ = [x] =
[
|x|
]
, тобто кожне невiд’ємне x є

розв’язком рiвняння.
2) x – цiле вiд’ємне, тодi [x] = x, [−x] = −x, |x| = −x, i знову виконується рiвнiсть[

|x|
]

= [−x] = −x = |x| =
∣∣[x]∣∣, тобто i цi значення є коренями рiвняння.

3) x – вiд’ємне, але не цiле, тодi |x| = −x,
[
|x|
]
< −x. З iншого боку, [x] < x < 0,∣∣[x]∣∣ > −x, тобто рiвнiсть не задовольняється.

2. (Рубльов Богдан) У опуклому 100-кутнику вiдмiтили усi його вершини, а також
декiлька точок усерединi цього багатокутника. Жоднi три з вiдмiчених точок не лежать на
однiй прямiй. Вiдмiченi точки з’єднали мiж собою таким чином, що багатокутник виявився
повнiстю розбитим на 2011 опуклих багатокутникiв. Доведiть, що принаймнi один iз цих
багатокутникiв має парну кiлькiсть сторiн.

Розв’язання. Обчислимо число N , яке складається з суми усiх чисел ej, де послiдов-
но додаються усi сторони кожного багатокутника. Тодi це число є парним, оскiльки воно
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складається з числа 100, а також подвоєної кiлькостi усiх вiдрiзкiв, якi були проведенi все-
рединi заданого 100-кутника, оскiльки кожний такий вiдрiзок рахується двiчi. Але усього
доданкiв ej рiвно 2011 (непарна кiлькiсть), а тому якщо кожний з них непарний, то й сума
буде непарною, що суперечить парностi числа N . Тому припущення про непарнiсть усiх
доданкiв хибнe, що й завершує доведення.

3. (Петровський Дмитро) Для невiд’ємних чисел a, b, c, таких що a + b + c = 1,
доведiть нерiвнiсть:

√
1− a+

√
1− b+

√
1− c ≤

√
2
(√

ab+ bc+ ca+ 2
√
a2 + b2 + c2

)
.

Розв’язання. З нерiвностi Кошi–Буняковського для наборiв (
√
α,
√
β,
√
γ) та

(
√
αx,
√
βy,
√
γz) маємо:

(α
√
x+ β

√
y + γ

√
z) ≤

√
(α + β + γ)(αx+ βy + γz),

тому
a
√
a+ b+ b

√
b+ c+ c

√
c+ a ≤

≤
√

(a+ b+ c)(a2 + ab+ b2 + bc+ c2 + ca) ≤
√

2(a2 + b2 + c2),

аналогiчно,
b
√
a+ b+ c

√
b+ c+ a

√
c+ a ≤

√
2(a2 + b2 + c2),

i нарештi,
c
√
a+ b+ a

√
b+ c+ b

√
c+ a ≤

√
2(ab+ bc+ ca).

Залишається додати усi одержанi нерiвностi.

4. (Ясiнський В’ячеслав) На сторонах XY , Y Z та ZX трикутника XY Z позначили
вiдповiдно точки C, E та A. На вiдрiзках AX, CY та EZ вiдповiдно вiдмiтили точки B,
D та F таким чином, що BC ‖ AD, DE ‖ CF , AF ‖ BE. Чи може статися так, що прямi
XF , Y B i ZD перетнуться в однiй точцi?

Вiдповiдь: Нi, не може.
Розв’язання. Припустимо, що це можливо (рис.5). Нехай O – точка перетину прямих

XF , Y B i ZD, тодi за теоремою Чеви:
Y D

DX
· XB
BZ
· ZF
FY

= 1.

З iншого боку, використовуючи узагальнену
теорему Фалеса, одержуємо:

Y D

DX
=
Y D

CD
· CD
DX

=
Y E

EF
· CD
DX

,

XB

BZ
=
XB

AB
· AB
BZ

=
XC

CD
· AB
BZ

,

ZF

FY
=
ZF

FE
· FE
FY

=
ZA

AB
· FE
FY

.

Таким чином,

1 =
Y D

DX
· XB
BZ
· ZF
FY

=

(
Y E

EF
· CD
DX

)
·
(
XC

CD
· AB
BZ

)
·
(
ZA

AB
· FE
FY

)
=
Y E

Y F
· XC
XD

· ZA
ZB

< 1,

бо кожний iз дробiв Y E
Y F

, XC
XD

i ZA
ZB

менший за 1. Одержане протирiччя i доводить, що
прямi XF , Y B i ZD не перетинаються.
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10 клас

1. Лейфура Валентин Дiйснi числа x, y задовольняють умову:

x2 + 3xy + 4y2 ≤ 7

2
.

Доведiть, що x+ y ≤ 2.
Розв’язання. Позначимо через t = x + y, пiдставимо у задану нерiвнiсть x = t − y,

тодi ця нерiвнiсть набуває такого вигляду: (t− y)2 + 3(t− y)y + 4y2 − 7
2
≤ 0 або

2y2 + ty + t2 − 7

2
≤ 0.

Оскiльки ця квадратна нерiвнiсть повинна при-
ймати недодатнi значення, то дискримiнант вiд-
повiдного квадратного тричлена повинен бути
невiд’ємним, тобто

D = 28− 7t2 ≥ 0 ⇒ t2 ≤ 4.

Таким чином, найбiльше можливе значення для
t – це 2, таким чином t = x+ y ≤ 2, що й треба
було довести.

2. (Ясiнський В’ячеслав) Правильний три-
кутник зi стороною 7 подiлено на 49 малень-
ких правильних одиничних трикутничкiв так,
як показано на рис.6. Iз нього вирiзають уздовж
лiнiй сiтки паралелограми, одна сторона яких
дорiвнює 1, а друга дорiвнює 2.
Яку найбiльшу кiлькiсть таких паралелограмiв
можна вирiзати?
Вiдповiдь: 10.
Розв’язання. Розфарбуємо даний трикутник
у ”шаховому” порядку так, як це зроблено на
рис.7.

Оскiльки кожний вирiзаний паралелограм складається iз двох бiлих одиничних три-
кутничкiв, а їх всього 21 на даному трикутнику, то число усiх вирiзаних паралелограмiв
не перевищує 10.
Якщо їх буде вирiзано 11 або бiльше, то всьо-
го буде вирiзано 2 · 11 = 22 бiлих одиничних
трикутнички або бiльше, чого не може бути, бо
їх всього 21. Як саме можна вирiзати рiвно 10
потрiбних паралелограмiв, показано на рис. 8.

3. (Сенiн Вiталiй) Для натурального числа
N = pa1

1 p
a2
2 . . . pan

n , поданого у виглядi канонi-
чного розкладу (pi – простi та попарно рiзнi, ai
– натуральнi, 1 ≤ i ≤ n), уведемо позначення
T (N) = a1 + a2 + . . . + an. Для деяких попарно
рiзних натуральних чисел a, b, c, d число ab+ cd
дiлиться нацiло на число ac + bd. Доведiть, що
T (ab+ cd) ≥ 3.

Розв’язання. Вiд супротивного, припустимо, що T (ab+ cd) ≤ 2.
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Лема. Вiдомо, що (ac+bd)|(ab+cd) для попарно рiзних натуральних a, b, c, d. Тодi число
(ac+ bd) – складене.

Доведення леми. Нехай ac+ bd – просте. Тодi (ac+ bd)|(ab+ cd) ⇒ (ac+ bd)|(ab+ cd) +
(ac + bd) = (a + d)(b + c) ⇒ (ac + bd)|(a + d) або (ac + bd)|(b + c), але зрозумiло, що тут
дiльник бiльший вiд кожного iз нaведених кратних, тому це неможливо.

Лема доведена.
Таким чином, доведено, що T (ac+ bd) ≥ 2. Оскiльки (ac+ bd)|(ab+ cd), то T (ab+ cd) ≥

T (ac + bd) ≥ 2, тобто T (ab + cd) = T (ac + bd) = 2, але тодi цi числа повиннi збiгатися, бо
вони можуть мати вигляд або квадрата простого числа, або добутку двох простих чисел.
Таким чином, (ac+ bd) = (ab+ cd) ⇒ (a− d)(b− c) = 0, що суперечить тому, що усi числа
є попарно рiзними.

Одержана суперечнiсть завершує доведення.

4. (Безверхнєв Ярослав) Через точку F ,
що розташована поза колом k, провели до
цього кола дотичну FA та сiчну FB, яка пе-
ретинає k в точках B i C (C лежить мiж F
i B). Через точку C провели дотичну до ко-
ла k, яка перетнула вiдрiзок FA в точцi E.
Вiдрiзок FX – бiсектриса трикутника AFC.
Виявилось, що точки E,X та B лежать на
однiй прямiй. Доведiть, що добуток довжин
двох сторiн трикутника ABC дорiвнює ква-
драту довжини третьої сторони.
Розв’язання. Нижче доведемо, що вiдрiзок
BX – це симедiана 4ABC, за вiдомою вла-
стивiстю симедiани, яка також буде доведена
нижче, CX

AX
= CB2

AB2 , з властивостi бiсектриси
FX маємо, що CX

AX
= FC

FA
(рис.9).

Оскiльки 4AFC ∼ 4BFA за рiвними кутами
∠CAF = ∠FBA та спiльним кутом ∠CFA, то-
му FC

AF
= AC

AB
. Тепер використаємо усi цi одержа-

нi рiвностi.

AC

AB
=
FC

AF
=
CX

AX
=
CB2

AB2
,

звiдки й маємо шукане спiввiдношення:

AB · AC = CB2.

Симедiана – чевiана у трикутнику, вiдмiнна вiд
медiани, така що кут мiж симедiаною та бiсе-
ктрисою рiвний куту мiж бiсектрисою та медi-
аною, що проведенi з тiєї ж вершини.
Доведемо наведенi твердження про симедiану.

1) Нехай, як на рис.10, AS = s – симедiана, AL = l – бiсектриса, AM = m – медiана
4ABC, тодi ∠MAL = ∠LAS.

Розглянемо вiдношення площ трикутникiв ASC та AMB:

SAMB

SASC
=

1
2
mc sin ∠BAM
1
2
sb sin ∠SAC

=
cm

bs
,

оскiльки кути ∠BAM та ∠SAC рiвнi (рис.10).
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Розглянемо аналогiчно площi 4ASB та 4AMC i одержимо, що:
SAMC

SABS
=
bm

cs
.

Оскiльки SAMB = SAMC , бо АМ – медiана, pоздiлимо два
одержаних вiдношення i будемо мати, що

SABS
SASC

=
c2

b2
=
BS

SC
,

що й треба було довести.
2) Якщо до кола проведенi iз зовнiшньої точки F двi доти-
чнi FA та FC (рис.11), по iнший бiк вiд прямої AC вiдно-
сно точки F на колi вибрана точка B, тодi на прямiй BF
лежить симедiана 4ABC.
З’єднаємо центр колаO та точку дотику C, тодi з прямоку-
тного4FOC маємо рiвнiсть OM ·OF = OC2 = R2 = OB2.
Звiдси маємо рiвнiсть:

OM

OB
=
OB

OF
.

Тепер розглянемо трикутники BOM та FOB. Вони мають спiльний кут та прилеглi
пропорцiйнi сторони, тому 4BOM ∼ 4BOF . Позначимо

k =
OM

OB
=
OB

OF
=
BM

BF
,

тодi OB = kOF , OM = kOB = k2OF , звiдки (рис.11)

DM

DF
=
BO −OM
OF −OB

=
kOF − k2OF

OF − kOF
= k =

BM

BF
,

що й доводить з властивостi бiсектриси, що BD – бiсектриса ∠FBM . Тому кут мiж BF
та бiсектрисою BD рiвний куту мiж бiсектрисою BD та медiаною BM , що й визначає
симедiану.

Альтернативне розв’язання. Розглянемо трикутнник ACF . Точки E, X, B ле-
жать на однiй прямiй, тому за теоремою Менелая

AE

EF
· FB
BC
· CX
XA

= 1. (1)

Оскiльки FX – бiсектриса кута AFC, то CX
XA

= CF
FA

. EA = EC, як дотичнi, проведенi
до кола з однiєї точки, а BF = AF 2

FC
з теореми про квадрат дотичної, тому (1) можемо

переписати у виглядi
EC

EF
· AF
BC

= 1. (2)

Оскiльки ∠ECA = ∠CBA, то ∠FCE = π−∠ECA−∠ACB = π−∠CBA−∠ACB = ∠CAB,
i за теоремою синусiв для трикутника CEF отримуємо

EC

sin ∠AFB
=

EF

sin ∠FCE
=

EF

sin ∠CAB
, (3)

з iншого боку, за теоремою синусiв для трикутника AFB

AF

sin ∠FBA
=

AB

sin ∠AFB
. (4)
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Використаємо (2), (3) i (4) разом, i, скориставшись теоремою синусiв для трикутника ABC,
отримуємо, що

AB

BC
=
EF sin ∠AFB
EC sin ∠FBA

=
sin ∠CAB
sin ∠CBA

=
BC

AC
,

звiдки випливає, що сторони трикутника ABC утворюють геометричну прогресiю.

11 клас

1. (Ясiнський В’ячеслав) Розв’язати рiвняння:

cosπx =

[
x

2
−
[x
2

]
− 1

2

]
.

Тут через [a] позначено цiлу частину числа a, тобто найбiльше цiле число, яке не
перевищує a.

Вiдповiдь: x = 3
2

+ 2n, де n ∈ Z.
Розв’язання. Скористаємося формулою для дробової частини числа: {a} = a − [a].

Дiстанемо:

cosπx =

[{x
2

}
− 1

2

]
.

Оскiльки, за основною властивiстю дробової частини, для будь-якого дiйсного x вико-
нується подвiйна нерiвнiсть 0 ≤

{
x
2

}
< 1, то розглянемо такi два випадки.

1) Нехай 0 ≤
{
x
2

}
< 1

2
, тодi −1

2
≤
{
x
2

}
− 1

2
< 0, тобто

[{
x
2

}
− 1

2

]
= −1. Тому у цьому

випадку cos πx = −1. Звiдки знаходимо, що x = 1 + 2k, k ∈ Z. При таких значеннях x
маємо:

{
x
2

}
=
{

1
2

+ k
}

= 1
2
, що суперечить припущенню. Отже, в цьому випадку дане

рiвняння розв’язкiв немає.
2) Нехай 1

2
≤
{
x
2

}
< 1, тодi 0 ≤

{
x
2

}
− 1

2
< 1

2
, тобто

[{
x
2

}
− 1

2

]
= 0. Тому у цьому

випадку cos πx = 0. Звiдки знаходимо, що x = 1
2
+ k, k ∈ Z. При таких значеннях x маємо:{x

2

}
=

{
1

4
+
k

2

}
=

{
1
4
, k = 2n,

3
4
, k = 2n+ 1.

Для випадку, що розглядається, пiдходить k = 1 + 2n, де n ∈ Z. Тому, x = 3
2

+ 2n, де
n ∈ Z, – це усi розв’язки даного рiвняння.

2. (Задача № 2 за 10-й клас)

3. (Веклич Богдан) Натуральнi числа a, b, c, d задовольняють умову:

0 < |ad− bc| < min{c, d}.

x, y – взаємно простi натуральнi числа, бiльшi вiд 1. Доведiть, що число xa+yb не дiлиться
на число xc + yd.

Розв’язання. Доведемо методом вiд супротивного, позначимо через s суму xc + yd.
Припустимо, що (xa + yb)

... s, тодi xa ≡ −yb (mod s), крiм того, за побудовою xc ≡ −yd
(mod s). Звiдси випливає, що xad ≡ (−1)dybd (mod s) та xbc ≡ (−1)bybd (mod s), тому
(−1)dxad ≡ ybd ≡ (−1)bxbc (mod s) ⇒ xad ≡ (−1)b−dxbc (mod s). Очевидно, що x взаємно
просте з s, тому скоротимо останню конгруенцiю на x в степенi min{ad, bc} i одержимо, що
x|ad−bc| ≡ (−1)b−d (mod s). Повнiстю аналогiчно одержимо, що y|ad−bc| ≡ (−1)a−c (mod s).

Тому y|ad−bc| − x|ad−bc| ... s або y|ad−bc| + x|ad−bc|
... s.

З умов задачi ми маємо, що 0 < |ad− bc| < min{c, d}. Але тодi ми маємо, що∣∣y|ad−bc| − x|ad−bc|∣∣ < y|ad−bc| + x|ad−bc| < yd + xc = s.
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Але тодi сума чи рiзниця
∣∣y|ad−bc| ± x|ad−bc|∣∣ може дiлитись на s лише у випадку, якщо це

рiзниця i вона дорiвнює нулю. Але це суперечить умовi взаємної простоти x та y.
Твердження доведене.

4. (Ясiнський В’ячеслав) Дано трапецiю ABCD з основами AD i BC. На бiчнiй
сторонi CD довiльно вiдмiтили точку F , E – точка перетину прямих AF i BD. На бiчнiй
сторонi AB вiдмiтили точку G так, що EG ‖ AD. Позначимо через H точку перетину
прямих CG i BD, через I – точку перетину прямих FH i AB. Доведiть, що прямi CI, FG
i AD перетинаються в однiй точцi.

Розв’язання. Не порушуючи загальностi, бу-
демо вважати, що BC < AD. Нехай S – точка
перетину прямих AB i CD, а T – точка пере-
тину прямих AF i DG. Спочатку доведемо, що
точки S, H, T – колiнеарнi. Для цього засто-
суємо теорему Менелая для трикутника ABE
i трьох точок S, H, T , якi лежать на прямих,
що мiстять його сторони: точки S, H, T , будуть
колiнеарними тодi i тiльки тодi, коли

AT

TE
· EH
HB

· BS
SA

= 1.

Оскiльки EG ‖ AD, GE ‖ BC та AD ‖ BC,

то 4ATD ∼ 4ETG, 4GHE ∼ 4CHB та 4ASD ∼ 4BSC. Звiдки випливає, що

AT

TE
=
AD

GE
,

EH

BH
=
GE

BC
,

BS

SA
=
BC

AD
.

Отже,

AT

TE
· EH
HB

· BS
SA

=
AD

GE
· GE
BC
· BC
AD

= 1,

що i доводить колiнеарнiсть точок S, H, T .
Далi, розглянемо два трикутники AFI i DGC. Їхнi вiдповiднi сторони перетинаються

в точках IF ∩ CG = H, FA ∩ GD = T , AI ∩ CD = S, якi колiнеарнi. Тому, за теоремою
Дезарга, прямi CI, FG i AD, що проходять через вiдповiднi вершини цих трикутникiв,
перетинаються в однiй точцi.
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