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Ìàòåìàòè÷íèé áié �1. Ñòàðøà ëiãà. Ãðóïà B

Êîëè ÿ áóâ ïiäëiòêîì, ÿ íåíàâèäiâ æèòòÿ i

ïîñòiéíî çíàõîäèâñÿ íà ìåæi ñàìîãóáñòâà, âiä

ÿêîãî ìåíå óòðèìóâàëî ïðàãíåííÿ çíàòè áiëü-

øå ìàòåìàòèêè.

Áåðòðàí Ðàññåë

1. Çíàéòè óñi íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà a òà b, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

a+ 2b− b2 =
√

2a+ a2 + |2a+ 1− 2b|.

2. Íåõàé a i b � äâà öiëi ÷èñëà òàêi, ùî a > b. Âiäîìî, ùî (ab− 1, a+b) = 1 i
(ab+ 1, a−b) = 1. Äîâåäiòü, ùî (ab+ 1)2+(a−b)2 íå ¹ ïîâíèì êâàäðàòîì.

3. Íà ÷àðiâíié äîøöi 50 × 50 ïîñàäæåíî ñàä òàêèì ÷èíîì, ùî íà äåÿêèõ êëi-
òèíêàõ äîøêè ðîñòóòü äåðåâà: ÿáëóíi, ãðóøi àáî ïåðñèêè (íå áiëüøå îäíîãî
äåðåâà â êîæíié êëiòèíöi). Ìè çíà¹ìî, ùî ïðèíàéìíi îäíà ÿáëóíÿ äîòèêà¹-
òüñÿ äî êîæíî¨ ãðóøi, ïðèíàéìíi îäíà ÿáëóíÿ i îäíà ãðóøà äîòèêàþòüñÿ äî
êîæíîãî ïåðñèêà i ïðèíàéìíi îäíà ÿáëóíÿ, îäíà ãðóøà i îäèí ïåðñèê äîòèêà-
þòüñÿ äî êîæíî¨ âiëüíî¨ êëiòèíêè. Äåðåâà äîòèêàþòüñÿ, ÿêùî êëiòèíêè, íà
ÿêèõ âîíè ðîñòóòü, ìàþòü ñïiëüíó ñòîðîíó. Äîâåäiòü, ùî ïîðîæíiõ êëiòèíîê
íå áiëüøå, íiæ 1000.

4. Äëÿ äîäàòíèõ ÷èñåë a, b, c äîâåñòè íåðiâíiñòü

a2b(b− c)

a+ b
+

b2c(c− a)

b+ c
+

c2a(a− b)

c+ a
> 0.

5. Íåõàé a0 = 1 i an+1 = a0 · · ·an+ 4, n > 0. Äîâåäiòü, ùî an−
√
an+1 = 2 äëÿ

óñiõ n ∈ N.

6. Äëÿ ÿêèõ íàòóðàëüíèõ n > 2 iñíóþòü ÷èñëà a1, a2, . . . , an ∈ N òàêi, ùî
ïîñëiäîâíiñòü a1a2, a2a3, . . . , ana1 óòâîðþâàòèìå íåñòàëó àðèôìåòè÷íó ïðî-
ãðåñiþ?

7. ABCD � ÷îòèðèêóòíèê, ó ÿêîìó AD = CD = BC < AB i AB ‖ CD. Òî÷êè
E i F ëåæàòü íà ñòîðîíàõ CD i BC òàê, ùî ∠ADE = ∠AEF. Äîâåäiòü, ùî
4CF 6 BC.

8. Äîøêà 8×8 ðîçäiëåíà íà 64 êâàäðàòèêè. Â äåÿêèõ êâàäðàòèêàõ ïðîâåëè äià-
ãîíàëi òàê, ùî æîäíi äâi äiàãîíàëi íà äîøöi íå ìàþòü ñïiëüíî¨ òî÷êè (íàâiòü
âåðøèíè). ßêà ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü äiàãîíàëåé ïðè öüîìó ìîæå âèÿâèòèñÿ
íà äîøöi?



9. Ó òðèêóòíèêó ABC òî÷êè A1, B1, C1 � ñåðåäèíè ñòîðií BC,AC,AB âiäïîâiä-
íî. Òî÷êè A2 i A3 ëåæàòü íà ïðÿìié B1C1, òî÷êè B2 i B3 ëåæàòü íà ïðÿìié
A1C1, òî÷êè C2 i C3 ëåæàòü íà ïðÿìié B1C1 òàê, ùî

AA2 = AA3 = BB2 = BB3 = CC2 = CC3.

Äîâåñòè, ùî òî÷êè A2, A3, B2, B3, C2, C3 � öèêëi÷íi.

10. Òàáëèöþ 3 × 3 çàïîâíèëè öèôðàìè âiä 1 äî 9 òàê, ùî óñi öèôðè â òàáëèöi
ïðèñóòíi. Ó êîæíîìó ñòîâï÷èêó ìè âiäìiòèëè ñåðåäí¹ çà âåëè÷èíîþ ÷èñëî.
Ñêiëüêè iñíó¹ çàïîâíåíü òàáëèöi öèôðàìè, ïðè ÿêèõ âèÿâèòüñÿ òàê, ùî ñåðå-
äí¹ ñåðåä öèõ âiäìi÷åíèõ ÷èñåë, äîðiâíþâàòèìå 5?


