
Òðåíóâàëüíi çàäà÷i

1. Äëÿ äîäàòíiõ ÷èñåë a, b äîâåäiòü íåðiâíiñòü
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b
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b

a
)2014 ≥ 22015

2. Ó çìàãàííi ïðèéìà¹ ó÷àñòü 2010 ïðîãðàìiñòiâ. Ó êîæíîìó ðàóíäi óñi ïðîãðàìiñòè ïîäiëÿþòüñÿ
íà 2 êîìàíäè, ç ðiâíîþ êiëüêiñòþ ó÷àñíèêiâ. Çíàéäiòü ìiíiìàëüíó êiëüêiñòü ðàóíäiâ, ÿêi ïîâèííi
ïðîéòè, ùîá êîæíi äâà ïðîãðàìiñòè ïðèíàéìíi ó îäíîìó ç ðàóíäiâ áóëè ó ðiçíèõ êîìàíäàõ?

3. à) Âiäîìî, ùî äëÿ ÷îòèðüîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a, b, c, d âèêîíó¹òüñÿ óìîâà: êîæíå ç ÷èñåë ab, bc, cd, da
¹ ïîâíèì êóáîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. ×è îáîâ'ÿçêîâî êîæíå ç ÷èñåë a, b, c, d òàêîæ ¹ êóáîì íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà.

á) Âiäîìî, ùî äëÿ ï'ÿòè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a, b, c, d, e âèêîíó¹òüñÿ óìîâà: êîæíå ç ÷èñåë ab, bc, cd, de, ea
¹ ïîâíèì êóáîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. ×è îáîâ'ÿçêîâî êîæíå ç ÷èñåë a, b, c, d, e òàêîæ ¹ êóáîì íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà.

4. Â êîìïàíi¨ ç 2N õëîï÷èêiâ òà 6 äiâ÷àòîê äëÿ êîæíî¨ ïàðè äiâ÷àòîê ðiâíî N õëîï÷èêiâ çíàéîìi ç
îäíi¹þ ç íèõ òà íå çíàéîìi ç iíøîþ. Äîâåñòè, ùî êiëüêiñòü õëîï÷èêiâ, çíàéîìèõ ç óñiìà äiâ÷àòàìè,
íå ïåðåâèùó¹ N
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5. Íà ñòîðîíàõ AC è BC íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC âî âíåøíþþ ñòîðîíó ïîñòðîåíû
êàê íà îñíîâàíèÿõ ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè AB′C è CA′B ñ îäèíàêîâûìè óãëàìè ïðè
îñíîâàíèÿõ, ðàâíûìè φ. Ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé èç âåðøèíû C ê îòðåçêó A′B′, ïåðåñåêàåò
ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó AB â òî÷êå C1. Íàéäèòå óãîë AC1B.

6. Çíàéäiòü óñi ïðîñòi ÷èñëà p, ïðè ÿêèõ ÷èñëî
√
5p + 4p4 ¹ öiëèì.

7. Íàòóðàëüíi ÷èñëà x, y çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 3x2 + x = 4y2 + y. Äîâåäiòü, ùî x − y ¹ êâàäðàòîì
öiëîãî ÷èñëà.

8. Âíóòðè êðóãà îòìå÷åíû 100 òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå,
÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû è ïðîâåñòè ïðÿìóþ ÷åðåç êàæäóþ ïàðó òàê, ÷òîáû âñå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ëåæàëè â êðóãå.

9. Ó êîëi ïðîâåäåíà õîðäà AB, íà ÿêié îáðàíà òî÷êà P òàêèì ÷èíîì, ùî AP = 2PB. Õîðäà DE
ïåðïåíäèêóëÿðíà õîðäi AB i ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó P . Äîâåñòè, ùî ñåðåäèíà âiäðiçêó AP ¹
òî÷êîþ ïåðåòèíó âèñîò òðèêóòíèêà AED.

10. Íàçâåìî çàïîâíåííÿ êâàäðàòó 2013 × 2013, ðîçáèòîãî íà îäèíè÷íi êâàäðàòèêè, ½ïðàâèëüíèì�,
ÿêùî éîãî çàïîâíåíî ÷èñëàìè 1, 2, . . . , 2013 òàêèì ÷èíîì, ùî ó êîæíîìó ðÿäêó òà ó êîæíîìó
ñòîâï÷èêó ïðèñóòí¹ êîæíå ç öèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî âiäñòàíü âiä öåíòðàëüíî¨ êëiòèíè äî íàé-
áëèæ÷î¨ êëiòèíè ç ÷èñëîì 1 (ïiä âiäñòàííþ ðîçóìi¹òüñÿ íàéìåíøå ÷èñëî õîäiâ, ÿêi ïîòðiáíi
øàõîâîìó êîðîëþ, ùîá äiñòàòèñü äî êëiòèíêè). ßêå íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ìîæå ïðèéìàòè òàêà
âiäñòàíü?

11. Íåõàé O � ñåðåäèíà ñòîðîíè AB òðèêóòíèêà ABL. Ñåðåäèííi ïåðïåíäèêóëÿðè, ïðîâåäåíi äî
âiäðiçêiâ AO òà BL, ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi V , à ñåðåäèííi ïåðïåíäèêóëÿðè, ïðîâåäåíi äî âiäðiçêiâ
AL òà BO, ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi E. Äîâåñòè, ùî LO ⊥ V E.

12. Ïðÿìàÿ l � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê áèññåêòðèñå AL1 òðåóãîëüíèêà ABC. Âíåøíÿÿ è âíó-
òðåííÿÿ áèññåêòðèñû óãëà B ïåðåñåêàþò l â òî÷êàõ B1 è B2, à âíåøíÿÿ è âíóòðåííÿÿ áèññåêòðèñû
óãëà C � â òî÷êàõ C1 è C2. Äîêàæèòå, ÷òî óãëû B1AB2 è C1AC2 ðàâíû.
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13. Äëÿ äîäàòíiõ ÷èñåë a, b äîâåäiòü íåðiâíiñòü

c2(b+ a− c)
a+ b

+
a2(c+ b− a)

b+ c
+
b2(a+ c− b)

a+ c
≤ ab+ bc+ ca
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