50-та Міжнародна олімпіада з математики

Умови задач
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1. (Австралія) Дано натуральне число 
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 та попарно різні натуральні числа 
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 не ділиться на 
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2. (Російська федерація) Точка 
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 – центр кола, що описане навколо трикутника 
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. Нехай 
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 та 
[image: image13.wmf]Q

 – внутрішні точки сторін 
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 та 
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 відповідно. Точки 
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 та 
[image: image18.wmf]M

 – середини відрізків 
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 та 
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 відповідно, а 
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 – це коло, що проходить через точки 
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 та 
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. Відомо, що пряма 
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 дотикається до кола 
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. Доведіть, що 
[image: image28.wmf]OQ

OP

=

.
3. (США) Дано строго зростаючу послідовність натуральних чисел 
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є арифметичною прогресією. Доведіть, що послідовність 
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4. (Бельгія) Трикутник 
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 такий, що 
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 та 
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 перетинають сторони 
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 в точках 
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 та 
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 відповідно. Позначимо через 
[image: image41.wmf]K

 центр кола, що вписане в трикутник 
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. Виявилось, що 
[image: image43.wmf]°

=

Ð

45

BEK

. Знайдіть усі можливі значення кута 
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5. (Франція) Знайдіть усі функції 
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 (тобто функції, що визначені на множині усіх натуральних чисел та приймають натуральні значення) такі, що для будь-яких двох натуральних чисел 
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 та 
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 існує невироджений трикутник , довжини сторін якого дорівнюють трьом числам 
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(Трикутник називається невиродженим, якщо його вершини не лежать на одній прямій). 

6. (Російська федерація) Дані попарно різні натуральні числа 
[image: image51.wmf]n
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, яка складається з 
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. Коник має зробити 
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 стрибків праворуч вздовж числової прямої, починаючи з точки з координатою 
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. При цьому довжини його стрибків мають дорівнювати числам 
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, узятим у деякому порядку. Доведіть, що цей порядок можна вибрати таким чином, щоб коник жодного разу не приземлився у точці, яка має координату з множини 
[image: image58.wmf]M
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Розв’язки
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1. Розв’язання. Перепишемо умову задачі у вигляді: 
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, звідки легко одержимо, що 
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. Якщо припустити, що умови задачі не справджуються, тобто 
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, що також суперечить умові. Одержана суперечність завершує доведення. 
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2. Розв’язання. Нехай точки 
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. Звідси випливає, що чотирикутник 
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[image: image83.wmf]AC
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3. Розв’язання. Позначимо через 
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 різницю прогресії 
[image: image88.wmf]...

,

,

,

3

2

1

s

s

s

s

s

s

, також визначимо послідовність 
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 є стаціонарною, тобто уся складається з однакових натуральних чисел. Спочатку покажемо, що 
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З обмеженості послідовності визначимо 
[image: image96.wmf]n

n

d

m

min

=

, 
[image: image97.wmf]n

n

d

M

max

=

. Нам треба показати, що вони рівні. Припустимо, що 
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при цьому рівність можлива тоді і тільки тоді, коли усі доданки суми рівні 
[image: image102.wmf]M

. Якщо тепер вибрати 
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тут також рівність можлива лише за умови, що усі доданки рівні 
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Звідси з умови 
[image: image112.wmf]m

d

n

=

 випливає 
[image: image113.wmf]M

d

n

s

=

. Оскільки 
[image: image114.wmf]n

n

s

s

n

³

-

+

³

)

1

(

1

 
[image: image115.wmf]N

n

Î

"

, більше того, 
[image: image116.wmf]n

s

n

>

, якщо 
[image: image117.wmf]n

d

n

=

, бо інакше 
[image: image118.wmf]M

d

d

m

n

s

n

=

=

=

 , що суперечить припущенню. Аналогічно, з умови 
[image: image119.wmf]M

d

n

=

 випливає 
[image: image120.wmf]m

d

n

s

=

 та 
[image: image121.wmf]n

s

n

>

. Таким чином ми маємо строго зростаючу послідовність 
[image: image122.wmf],...

,

2

1

n

n

 таку, що 
[image: image123.wmf]M

d

n

s

=

1

, 
[image: image124.wmf]m

d

n

s

=

2

, 
[image: image125.wmf]M

d

n

s

=

3

, 
[image: image126.wmf]m

d

n

s

=

4

, ... . Оскільки послідовність 
[image: image127.wmf],...

,

2

1

s

s

d

d

 це послідовність попарно різниць 
[image: image128.wmf],...

,

2

1

2

1

+

+

s

s

s

s

 та 
[image: image129.wmf],...

,

2

1

s

s

s

s

, тобто вона також є арифметичною прогресією, тому 
[image: image130.wmf]m

M

=

. 

2 тур

[image: image251.wmf]Q

4. Відповідь: 
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Розв’язання. Нехай 
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 – точка, що симетрична точці 
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 відносно прямої 
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Далі простими зворотними кроками неважко переконатись, що для правильного трикутника та прямокутного рівнобедреного трикутника заданий в умові кут дійсно дорівнює 
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5. Відповідь: 
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Розв’язання. Спочатку легко переконатись, що наведена відповідь задовольняє умови.


Далі послідовно будемо одержувати властивості функції. 
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Покажемо індукцією по 
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