
Вiдбiр мiста Києва на Всеукраїнську олiмпiаду

IV тур

Умови та розв’язки по усiх класах

8 клас

1. Натуральнi числа a > b > 1 такi, що рiвняння ax−1
a−1

= by−1
b−1

має принаймнi два рiзних
натуральних розв’язки x, y > 1. Довести, що числа a i b є взаємно простими.

Розв’язання. Вiд супротивного. Припустимо, що числа a та b мають спiльний простий
дiльник p. Позначимо через ordp(n) – максимальний степiнь простого числа p, на який
дiлиться число n. Побачимо, що

(
n, nl−1

n−1

)
= 1 ∀n > 1 та нагадаємо, що якщо p | n ⇒

p - (n− 1).

Нехай (x1, y1), (x2, y2) два рiзних розв’язки заданого рiвняння i x1 > x2. Тодi iз заданого
рiвняння випливає, що bax1 − aby1 + a− b = ax1 − by1 . Звiдси легко одержати, що ordp(a) =
ordp(b). Вiднiмаючи двi рiвностi, якi заданi в умовах, для цих двох розв’язкiв, одержимо,
що ax1−1

a−1
= by1−1

b−1
, ax2−1

a−1
= by2−1

b−1
,⇒ ax2 · ax1−x2−1

a−1
= by2 · by1−y2−1

b−1
⇒ x2 · ordp(a) = y2 · ordp(b)⇒

x2 = y2 звiдси очевидно випливає, що a = b. Одержана суперечнiсть завершує доведення.

2. Коло, яке вписане у гостроктуний рiзностороннiй трику-
тник ABC дотикається до сторiн BC, CA та AB в точках
D, E та F вiдповiдно. На вiдрiзку EF вибрана така точка
H, що DH ⊥ EF . Довести, що якщо AH ⊥ BC, то H –
ортоцентр 4ABC.
Розв’язання. Проведемо вiдрiзки DE, DF , BH, CH,

позначимо через G – середину вiдрiзку DF i проведемо
вiдрiзок BG. Оскiльки BD = BF , то BG ⊥ FD. За вла-
стивiстю вписаних кутiв ∠BFD = ∠FED. Тому прямоку-
тнi трикутники BFG та DEH – подiбнi ⇒ BF

DE
= FG

EH
⇒

BF · EH = 1
2
DE · DF , аналогiчно CE · FH = 1

2
DE · DF .

Якщо поєднати цi двi умови, маємо BF · EH = CE · FH,
або BF

CE
= FH

EH
. Оскiльки ∠BFH = ∠CEH, то 4BFH =

4CEH ⇒ ∠FBH = ∠ECH.
Вiдобразимо точку C симетрично вiдносно прямої AH, одержимо точку J ∈ BC, прове-
демо вiдрiзки AJ та HJ . З властивостей симетричних точок ∠AJH = ∠CAH = ∠ABH,
тому точки A, B, J,H – циклiчнi. Тому ∠BAH = 180◦ − ∠HJB = ∠HJC = ∠HCJ ⇒
∠HCJ + ∠CBA = ∠BAH + ∠CBA = 90◦. Звiдси випливає, що CH ⊥ AB, тому H –
ортоцентр 4ABC, що й треба було довести.

3. Щегол придумав нове правило додавання дробiв: спочатку дробi приводяться до спiль-
ного чисельника, а далi знаменники одержаних дробiв додаються, тобто a

b
⊕ c

d
= ac

bc+ad
.

Знайдiть принаймнi одну пару ненульових дробiв, якi додаванням за правилом Щегла
дають правильну вiдповiдь.

Вiдповiдь: Таких дробiв не iснує.

Розв’язання. Якщо припустити, що a
b
⊕ c

d
= a

b
+ c

d
, тобто ac

bc+ad
= ad+bc

bd
. Зрозумiло, що

abcd 6= 0. Пiсля зведення подiбних одержимо, що (bc)2+(ad)2+abcd = 0, або x2+y2+xy = 0,
але остання рiвнiсть очевидно неможлива, бо x2 + y2 + xy =

(
x + y

2

)
+ 3

4
y2 > 0 при xy 6= 0.

Одержана суперечнiсть завершує доведення.

4. У 100 ящиках лежать апельсини та яблука. Доведiть, що можна вибрати 34 ящики таким
чином, що у цих вибраних ящиках виявиться не менше третини вiд усiх яблук та не менше
третини вiд усiх апельсинiв.
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Розв’язання. Нехай xi – кiлькiсть яблук у i-му ящику, без обмеження загальностi роз-
гляду можемо вважати, що x1 ≥ x2 ≥ . . . ≥ x100. Тепер розiб’ємо ящики з 2-го по 100-й
на 3 групи по 33 ящики таким чином, щоб кiлькiсть яблук в обох групах вiдрiзнялося
не менше нiж на x1. Це можна зробити, наприклад, таким чином: у першу групу вiзьме-
мо ящики з номерами 2, 5, . . . , 98, у другу – 3, 6, . . . , 99, а у третю – ящики з номерами
4, 7, . . . , 100. Тодi, якщо позначити кiлькiсть яблук у i-й групi через Ai будемо мати такi
оцiнки: A1 ≥ A2 ≥ A3 ≥ A1 − x2. Тому i шукана рiзниця не бiльша вiд x2 ≤ x1.

Тепер просто вибираємо групу, у якiй не менше вiд iнших апельсинiв. До цiєї групи дода-
ємо ящик x1 i одержимо шукану вибiрку.

9 клас

1. Задача 8.1

2. Задача 8.2

3. 10 перекладачiв запрошенi за конгрес, де використовуються 5 рiзних мов, при цьому ко-
жний перекладач володiє рiвно двома мовами та в усiх 10 перекладачiв вони рiзнi. Скiль-
кома способами їх можна розсадити по 2 у 5 кiмнат таким чином, щоб у кожнiй кiмнатi
перекладачi мали спiльну мову для спiлкування мiж собою? Варiанти заповнення одна-
ковi, якщо усi пари однаковi (сама кiмната ролi не вiдiграє).

Вiдповiдь: 144.

Розв’язання. Кожною мовою володiє рiвно 4 перекладачi, тому спiльною ця мова може
бути щонайбiльше для двох кiмнат. Зрозумiло також, що не можуть бути двi мови спiль-
ними кожна у двох кiмнатах, оскiльки тодi перекладач з цих двох мов повинен одночасно
бути в обох парах кiмнат. Таким чином залишається розглянути два випадки. Позначимо
мови A, B, C, D, G, а перекладачiв вiдповiдно парою лiтер – AB, BG, . . ., кiмнати через
спiльну мову RA, RB, . . .

1) У кожнiй кiмнатi усi спiльнi мови рiзнi. Позначимо перекладачiв у кiмнатi RG через
GA та GB. Тодi два iнших перекладачi GC та GD повиннi бути у рiзних кiмнатах. I цi
кiмнати повиннi бути RC та RD. Таким чином залишилися кiмнати RA та RB.

Припустимо, що AB ∈ RA, CD ∈ RC . Тодi у нас залишається 1 мiсце у кiмнатi RD та RA,
а також 2 мiсця у кiмнатi RB для розмiщення решти перекладачiв AC, AD, BC, BD. Для
вибору представникiв у кiмнату RB немає вибору, пiсля чого однозначно заповнюється
решта кiмнат. Таким чином ми маємо таке заповнення:

RG – GA, GB; RA – AB, AC; RB – BC, BD; RC – GC, CD; RD – GD, AD.

Це заповнення задовольняє умови задачi, при цьому є усього 4 варiанти при виборi кiмнати
для AB, CD. Крiм того ми маємо C2

4 = 6 варiантiв вибору тих двох мов, якi знаходяться
у кiмнатi RG. Загалом – 4 · 6 = 24 варiанти.

2) Маємо двi кiмнати, у яких спiльна мова однакова. Позначимо цю мову та кiмнати R1
G

та R2
G. Решта кiмнат RA, RB та RC . Але тодi зрозумiло, що для мови D усi 4 перекладачi

DA, DB, DC та DG повиннi бути розташованi у RA, RB, RC та однiй з кiмнат R1
G чи R2

G.

Нехай AB ∈ RA, тодi кiмната RA заповнена, звiдси AC ∈ RC , тому заповнена RC ⇒ BC ∈
RB. Решта GA, GB, GC, GD заповнюють R1

G та R2
G довiльним чином. Для останнього є

3 варiанти, вибiр для AB – ще 2 варiанти, вибiр G – 5 варiантiв, вибiр D – 4 варiанти.
Загалом маємо 3 · 2 · 5 · 4 = 120 можливих варiантiв.

Загалом – 24 + 120 = 144 варiанти.

4. Заданi 15 квадратних тричленiв x2 − pix + qi, i ∈ {1, 2, . . . , 15}, у яких усi коефiцiєнти
рiзнi та вибранi з множини {1, 2, . . . , 30}. Корiнь квадратного тричлену назвемо гарним,
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якщо вiн бiльший за 20. скiльки усього щонайбiльше гарних коренiв можуть мати такi
параболи?

Вiдповiдь: 10.

Розв’язання. У рiвняння x2− px + q = 0 при p ∈ {1, 2, . . . , 30} гаpний корiнь може бути
щонайбiльше один, бо якщо таких два, тобто x1 > 20 та x2 > 20, то p = x1 + x2 > 40 –
суперечнiсть. При цьому може бути гарний корiнь лише за умови, що вiдповiдне p > 20,
а таких значень усього 10, тому й кiлькiсть їх не перевищує 10. Розглянемо такi параболи
з коефiцiєнтами pk = 20 + k та qk = k при k = 1, 10. Тодi їх дискримiнанти мають такий
вигляд:

Dk = p2
k − 4qk = (20 + k)2 − 4k = 400 + 40k + k2 − 4k > 400− 40k + k2 = (20− k)2,

таким чином усi цi рiвняння мають коренi. При цьому найбiльший з цих коренiв

xmax
k =

pk +
√

Dk

2
=

(20 + k) +
√

Dk

2
>

(20 + k)− (20− k)

2
= 20,

i це остаточно доводить, що маємо 10 гарних коренiв.

11 клас

1. Чи iснує функцiя f : N→ N така, що для кожного натурального n виконується рiвнiсть:

f(f(n)) = f(n + 1)− f(n).

Вiдповiдь: не iснує.

Розв’язання. Якщо f(1) = 1, то f(2) = f(f(1)) + f(1) = 2, f(3) = f(f(2)) + f(2) = 4,
звiдки f(4) = f(f(3)) + f(3) = f(4) + f(3) ⇒ f(3) = 0 – суперечнiсть. Якщо f(1) = k ≥ 2,
то додамо аналогiчнi рiвностi при n = 1, 2, . . . , k − 1 ми одержимо: f(f(1)) = f(2) − f(1),
f(f(2)) = f(3)−f(2), . . . ..., f(f(k−1)) = f(k)−f(k−1)⇒ f(f(1))+f(f(2))+ . . .+f(f(k−
1)) = f(k)− f(1) – суперечнiсть, оскiльки f(f(1)) = f(k).

2. Нехай n ≥ 10 – натуральне число, назвемо його обрубком будь-яке число, що утворене
з n шляхом закреслення декiлькох цифр справа (не менше, нiж одна цифра, але не усi).
Позначимо через T (n) – суму усiх обрубкiв числа, S(n) – сума цифр числа. довести, що
n = S(n) + 9T (n).

Розв’язання. Нехай n = akak−1 . . . a1a0 = a0 + 10a1 + . . . + 10kak, обрубок має вигляд:
ni = akak−1 . . . ai = ai +10ai+1 + . . .+10k−iak, обчислимо T (n) шляхом вдалого групування
доданкiв.

T (n) =
k∑

i=1

(
ai + 10ai+1 + . . . + 10k−iak

)
=

k∑
i=1

k∑
j=i

10j−1aj =
k∑

j=1

j∑
i=1

10j−1aj =

=
k∑

j=1

(1 + 10 + . . . + 10j−1)aj =
k∑

j=1

10j − 1

10− 1
aj ⇒ 9T (n) =

k∑
j−1

(10j−1 − 1)aj ⇒

S(n) + 9T (n) = S(n) +
k∑

j−1

10j−1aj −
k∑

j−1

aj =
k∑

j−1

10j−1aj = n,

що й треба довести.
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3. L – тримiно складається з трьох одиничних квадра-
тiв, що з’єднанi пiд кутом. Для яких n можна по-
крити усю поверхню куба 2n× 2n× 2n без накладань,
при умовi, що деякi фiгурки можна згинати по лiнiях
роздiлу квадратiв?
Вiдповiдь: для усiх n.
Розв’язання. Спочатку ММI покажемо, що ква-

драт 2n × 2n можна покрити фiгурами L-тримiно та-
ким чином, щоб непокритим залишився лише один
квадратик у будь-якому з кутiв. Для n = 1 –усе оче-
видно.

Припустимо, що це справджується для деякого n,
розглянемо квадрат розмiру 2n+1 × 2n+1, оскiльки за
припущенням iндукцiї ми можемо покрити кожний з
чотирьох квадратiв так, що залишиться вiльним до-
вiльний кутовий квадрат. Виберемо у великому ква-
дратi той, який повинен залишитись вiльним i далi
заповнимо усе, як показано на рис.3. Далi просто за-
повнюємо ще одним тримiно фiгурку, яка утворилась
всерединi.
Тепер, що стосується куба. Ми за доведеним фактом,
покриємо усi 6 граней кубика таким чином, щоб не-
покритими залишились лише по однiй клiтинi на ко-
жнiй гранi у двох протилежних вершинах кубу, як
це показано на рис.4. Тодi такi три клiтини легко по-
криваються одним L-тримiно, якщо його зiгнути вiд-
повiдним чином.

4. Заданий гострокутний трикутник ABC з
кутом ∠ACB = 60◦. Точки A1, B1 вибранi
на сторонах BC та AC вiдповiдно. Точка
D – друга точка перетину кiл, якi описанi
навколо 4BCB1 та 4ACA1, вiдмiнна вiд
точки C. Довести, що D лежить на сторонi
AB тодi i тiльки тодi, коли CB1

CB
+ CA1

CA
= 1.

Розв’язання. Позначимо описанi навко-
ло 4BCB1 та 4ACA1 кола через S1, S2,
нехай їх тoчка перетину D ∈ AB (рис.6).
За теоремою про степiнь точки вiдносно
кола: BD · BA = BA1 · BC, AD · AB =
AB1 · AC. Додамо цi рiвностi

AB ·BD + AB ·AD = BC ·BA1 + AC ·AB1 = AB2 = BC(BC −CA1) + AC(AC −CB1) =

= BC2 + AC2 − (BC · CA1 + AC · CB1).

З теореми косинусiв

AB2 = BC2 + AC2 − 2BC · AC · cos ∠C = BC2 + AC2 −BC · AC.

Таким чином
BC · AC = BC · CA1 + AC · CB1 ⇒

CB1

CB
+

CA1

CA
= 1.
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У зворотному напрямi. Нехай CB1

CB
+ CA1

CA
=

1. Кола S1, S2, як i ранiше описанi навколо
та 4BCB1 та 4ACA1 вiдповiдно (рис.7).
Hехай сторона AB перетинає цi кола у то-
чках D1, D2 вiдповiдно. тодi можемло за-
писати такi рiвностi: AB ·BD1 = BC ·BA1,
AB ·AD2 = AC ·AB1. Якщо додати цi рiв-
ностi, одержимо, що AB ·BD1+AB ·AD2 =
BC · BA1 + AC · AB1 = BC(BC − CA1) +
AC(AC − CB1) = BC2 + AC2 − (BC ·
CA1 + AC · CB1) = (i iз заданої умови
BC ·AC = BC ·CA1 + AC ·CB1 ) можемо
продовжити цi рiвностi таким чином
= BC2 + AC2 − AC · BC = BC2 + AC2 − 2AC · BC · cos ∠C = AB2 ⇒ BD1 + AD2 = AB,
тобто D1 = D2, що й треба було довести.
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