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Çàäà÷è íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Çàäà÷à 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak, k > 1 çàäàíà òàê: a1 = 1 è ak = ak−1 + a[k/2] ïðè

k > 1. Äîêàæèòå, ÷òî íè îäèí å¼ ÷ëåí íå äåëèòñÿ íà 4.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü F �íåïóñòîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Z, ñèììåòðè÷íîå îòíîñè-

òåëüíî 0, ïðè÷¼ì ÷èñëà â F âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
an, n ∈ Z íàçîâ¼ì F -ñóïåðãàðìîíè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþáîãî öåëîãî n âûïîëíåíî an >
1

|F |
∑

f∈F an+f .

Íàïðèìåð, åñëè F = {−1, 1}, òî F -ñóïåðãàðìîíè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòî ñó-
ïåðãàðìîíè÷åñêèå íà Z ôóíêöèè.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè F -ñóïåðãàðìîíè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíà, òî

îíà ïîñòîÿííà.
Çàäà÷à 3. Ïóñòü Fn, n > 1�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, ò.å. F1 = F2 = 1

è Fn+2 = Fn+1 + Fn. Äîêàæèòå, ÷òî

(1) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m ñóùåñòâóåò Fk, äåëÿùèéñÿ íà m;
(2) Fmn−1 − Fm

n−1 äåëèòñÿ íà F 2
n ;

(3) Fmn − Fm
n+1 + Fm

n−1 äåëèòñÿ íà F 3
n ;

(4) gcd(Fm, Fn) = Fgcd(m,n), ãäå gcd(m,n) îáîçíà÷àåò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
m,n.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü a, b ∈ N. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un, n > 1 òàê: u1 = 1 è
un+1 = aun + b. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîñòàâíûõ
÷èñåë.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü f(n) = n + [

√
n]. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m îïðåäåëèì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü a0 = m, ak+1 = f(ak), k > 0. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak
áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷íûõ êâàäðàòîâ.
Çàäà÷à 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an, n > 1 çàäàíà òàê: a1 = 1, a2 = 2 è an+1an−1 =

a2n + 1. Äîêàæèòå, ÷òî âñå an öåëûå.
Çàäà÷à 7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an, n > 1 çàäàíà òàê: a1 = 1 è an+1 = 2an+

√
3a2n + 1.

Äîêàæèòå, ÷òî âñå an öåëûå.

Çàäà÷à 8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an, n > 1 çàäàíà òàê: a1 = 1 è an+1 =
1

2
(3an +√

5a2n − 4). Äîêàæèòå, ÷òî âñå an öåëûå.
Çàäà÷à 9. Ïóñòü a1 = 1 è an+1 = an + [

√
an]. Íàéòè âñå n äëÿ êîòîðûõ an ÿâëÿåòñÿ

òî÷íûì êâàäðàòîì.
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