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1. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 1, 1
2
, . . . , 1

100
. Âàñÿ áåð¼ò äâà ÷èñëà a è b èç íàïèñàííûõ íà äîñêå, ñòèðàåò

èõ è ïèøåò ÷èñëî a+b+ab. Îïåðàöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íà äîñêå íå áóäåò íàïèñàíî
îäíî ÷èñëî. Êàêîå ÷èñëî îñòàíåòñÿ?

2. Íåíóëåâûå ÷èñëà a è b óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

a2b2(a2b2 + 4) = 2(a6 + b6).

Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ÷èñåë èððàöèîíàëüíî.

3. Ïóñòü a, b, c, d, e, f � íåêîòîðûå íåíóëåâûå ÷èñëà. Èçâåñòíî, ÷òî

|ax+ b|+ |cx+ d| = |ex+ f | ,

ïðè ëþáîì x. Äîêàæèòå, ÷òî ad = bc.

4. Äëÿ ÷èñåë a, b, c, d èçâåñòíî, ÷òî
a

c
=

b

d
=

ab+ 1

cd+ 1
.

Äîêàçàòü, ÷òî a = c è b = d.

5. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî S èìååò òàêîå ñâîéñòâî: åñëè äëÿ ëþáûõ a, b, c, d íå ðàâíûõ 0 èëè 1 âûïîë-
íÿåòñÿ a+ b+ c+ d = S è 1

a
+ 1

b
+ 1

c
+ 1

d
= S, òî 1

1−a
+ 1

1−b
+ 1

1−c
+ 1

1−d
= S. Íàéäèòå S.

6. ×èñëî N , íå äåëÿùååñÿ íà 81, ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ òðåõ öåëûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ
íà 3. Äîêàæèòå, ÷òî îíî òàêæå ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ òðåõ öåëûõ ÷èñåë, êîòîðûå
íå äåëÿòñÿ íà 3.

7. ×èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî a2(b + c) = b2(a + c) = 2008 è a 6= b. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
c2(a+ b).

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (x+
√
x2 + 1)(y +

√
y2 + 1) = 1, òî x+ y = 0.

9. Äîêàæèòå òîæäåñòâî

a1
a2(a1 + a2)

+ · · ·+ an
a1(an + a1)

=
a2

a1(a1 + a2)
+ · · ·+ a1

an(a1 + an)
.

10. ×èñëîâîå ìíîæåñòâî M , ñîäåðæàùåå 2014 ÷èñëà òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ a, b èç M ÷èñëî a2 + b

√
2 ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî a èç M ÷èñëî

a
√
2 ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì.

11. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà x3, x2 + x ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè. Äîêàæèòå, ÷òî x ðàöèîíàëüíî.

12. ×èñëîâîå ìíîæåñòâî M , ñîäåðæàùåå 2014 ÷èñëà òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ a, b, c èç M ÷èñëî a2 + bc ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîå n, ÷òî äëÿ
ëþáîãî a èç M ÷èñëî a

√
n ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì.

13. ×èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî
(a+ b)(b+ c)(a+ c) = abc,

(a3 + b3)(b3 + c3)(c3 + a3) = (abc)3.

Äîêàæèòå, ÷òî abc = 0.
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14. Èçâåñòíî, ÷òî
x2 + y2

x2 − y2
+

x2 − y2

x2 + y2
= k.

Íàéäèòå
x8 + y8

x8 − y8
+

x8 − y8

x8 + y8
.

15. Ðàçáèòü R íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïàðû ÷èñåë.

16. Íàéäèòå √
1 +

1

12
+

1

22
+ · · ·+

√
1 +

1

20132
+

1

20142
.

17. Ñðàâíèòå äâà ÷èñëà
22 − 1

22 + 1
+ · · ·+ 992 + 1

992 − 1

è 99, 48.

18. Èçâåñòíî, ÷òî a+ b+ c = 0. Íàéäèòå
a3 + b3 + c3

abc

(a, b, c 6= 0).

19. Äàíû ÷èñëà a1, . . . an. Ïóñêàé Si = a1+· · ·+ai. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ 1 ≤ m, k ≤ n âûïîëíÿåòñÿ

Sm

Sk

=
m2

k2

. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ 1 ≤ m, k ≤ n am
ak

= 2m−1
2k−1

.

20. Èçâåñòíî, ÷òî ó ïàð óðàâíåíèé x2 + ax+1 = 0, x2 + bx+ c = 0; x2 + x+ a = 0, x2 + cx+ b = 0 åñòü
îáùèé êîðåíü. Íàéäèòå a+ b+ c.

21. Èçâåñòíî, ÷òî a3 = 6(a+ 1). Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x2 + ax+ a2 − 6 = 0 íå èìååò ðåøåíèé.

22. Íàéäèòå âñå òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b ÷òî

2(a2 + 1)(b2 + 1) = (a+ 1)(b+ 1)(ab+ 1).

23. Äàíû ðàçíûå ÷èñëà a, b, c, x, y, òàêèå ÷òî

a3 + ax+ y = 0,

b3 + bx+ y = 0,

c3 + cx+ y = 0.

Äîêàæèòå, ÷òî a+ b+ c = 0.

24. Èçâåñòíî, ÷òî x3 + y3 + (x+ y)3 + 30xy = 2000. Äîêàæèòå, ÷òî x+ y = 10.
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25. Íàéäèòå âñå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, d òàêèå, ÷òî{
a+ b+ c+ d = 20,

ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd = 150.

/item Ïðî ÷èñëà a, b, c, d èçâåñòíî, ÷òî

abc− d = 1, bcd− a = 2, cda− b = 3, dab− c = −6.

Äîêàæèòå, ÷òî a+ b+ c+ d 6= 0.

26. Äàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, d, òàêèå ÷òî cd = 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâåò íàòóðàëüíîå n,
òàêîå ÷òî ab ≤ n2 ≤ (a+ c)(b+ d).

27. Êâàäðàò ðàçðåçàí íà ïðÿìîóãîëüíèêè. Â êàæäîì èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ âûáðàëè ìåíüøóþ ñòîðî-
íó. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âûáðàíûõ ÷èñåë áîëüøå ëèáî ðàâíà 1.

28. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë an. Èçâåñòíî, ÷òî a1 = a2 = 1 è an+2 =
2

an+1
+ an. Íàéäèòå a2014.

29. Äîêàæèòå, ÷òî èç íàáîðà 0, 1, 2, ..., 3k − 1 ìîæíî âûáðàòü 2k ÷èñåë òàê, ÷òîáû íèêàêîå èç íèõ íå
ÿâëÿëîñü ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì äâóõ äðóãèõ âûáðàííûõ ÷èñåë.

30. Äàíû ÷èñëà a1, a2, a3 > 1. Èçâåñòíî, ÷òî
a2i

ai−1
> a1 + a2 + a3 äëÿ i = 1, 2, 3. Äîêàæèòå, ÷òî

1

a1 + a2
+

1

a2 + a3
+

1

a1 + a3
> 1.

31. Ôóíêöèÿ f : N→ N îïðåäåëåíà òàêèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

f(1) = 1,

f(4k) = f(2k)

f(4k + 2) = 2f(2k + 1),

f(4k + 1) = 2f(2k) + 1,

f(4k + 3) = f(2k + 1).

Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òàêèõ n ≤ 2047, äëÿ êîòîðûõ f(n) = f(2011).

32. Äàíû ðàçíûå ÷èñëà a, b, c, òàêèå ÷òî

a+
1

b
= b+

1

c
= c+

1

a
= t.

Äîêàæèòå, ÷òî abc+ t = 0.

33. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî:
n2∑
k=1

{k} ≤ n2 − 1

2
.

34. Ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y èçâåñòíî, ÷òî x3 + xy2 − yx2 − y3 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî

(x+ y)2

x3 + xy2 − yx2 − y3

íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì.
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35. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

a2 + b2 − c2

ab
+

b2 + c2 − a2

bc
+

c2 + a2 − b2

ac
= 1.

Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ∣∣∣∣a2 + b2 − c2

ab

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣b2 + c2 − a2

bc

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣c2 + a2 − b2

ac

∣∣∣∣ = 1.

36. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ∑99
k=1

√
10−

√
n∑99

k=1

√
10 +

√
n
.
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