
Çàäàíèå 2011.1

Òóò çàäà÷è íà ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè, à òàêæå íà ñâÿçü ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîìáèíà-
òîðèêîé. ×òîáû íàéòè íåêîòîðóþ âåëè÷èíó, ïîäóìàéòå ïðî òàêîå: íàäî ðàññìîòðåòü
êàêîå-òî ïðîèçâåäåíèå, ïðè îòêðûòèè ñêîáîê âîçíèêíåò íóæíàÿ âåëè÷èíà.
Çàäà÷à 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé F (x), G(x), H(x) âûïîëíåíû

ðàâåíñòâà

(1) F (x)G(x) = G(x)H(x),
(2) (F (x)G(x))H(x) = F (x)(G(x)H(x)),
(3) F (x)(G(x) +H(x)) = F (x)G(x) + F (x)H(x).

Çàäà÷à 2. Ïóñòü F1, F2 äâå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè. Ïðåäïîëîæèì, äëÿ íåêîòîðîé
íåíóëåâîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè F âûïîëíåíî FF1 = FF2. Äîêàæèòå, ÷òî F1 = F2.
Çàäà÷à 3. Èñïîëüçóÿ äâîè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà, ðåøèòå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïîêà-

æèòå, ÷òî â ìíîæåñòâå N0 öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ìîæíî íàéòè ïîäìíîæåñòâà
A1, A2, òàêèå, ÷òî

(1) 0 ∈ A1, 0 ∈ A2,
(2) â êàæäîì èç A1, A2 áîëåå ÷åì îäèí ýëåìåíò,
(3) A1

∩
A2 = {0},

(4) êàæäîå a ∈ N0 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå a = a1 + a2, ãäå
a1 ∈ A1, a2 ∈ A2.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ìîæíî çàïèñàòü, ïðè÷¼ì
åäèíñòâåííûì îáðàçîì, â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, ò.å.N = a0+a13+. . .+am3

m, ãäå
ak ∈ {0, 1, 2} è am ̸= 0. Ñôîðìóëèðóéòå ýòó çàäà÷ó íà ÿçûêå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé
è ðåøèòå å¼ ìåòîäîì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.
Çàäà÷à 5. Ïîñòðîéòå ïîäìíîæåñòâîM ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îáëàäàþùåå

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðèíàäëåæàùååM , åñòü ñðåäíèì
àðèôìåòè÷åñêèì êàêèõ-òî äâóõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë èç M , à íèêàêîå ÷èñëî èç M ýòèì
ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò.
Çàäà÷à 6. Íàéòè êîåôôèöèåíòû ïðè x17, x18, x25 ó ìíîãî÷ëåíà (1 + x5 + x7)20.
Çàäà÷à 7. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà {1, 2, . . . , N}.

Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà ðàññìîòðèì âåëè÷èíó, îáðàòíóþ ê ïðîèçâåäåíèþ âñåõ åãî
÷èñåë. Íàéòè ñóììó âñåõ òàêèõ îáðàòíûõ âåëè÷èí.
Çàäà÷à 8. Äëÿ êàæäîãî òð¼õçíà÷íîãî ÷èñëà áåð¼ì ïðîèçâåäåíèå åãî öèôð, à çàòåì

ýòè ïðîèçâåäåíèÿ ñêëàäûâàåì. Ñêîëüêî ïîëó÷èòñÿ ? À åñëè ðàññìàòðèâàòü n çíà÷íûå
÷èñëà ?
Çàäà÷à 9. Ïóñòü a1, . . . , an íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ñðåäè êîòîðûõ ðîâíî k íå÷¼òíûõ.

Ðàññìîòðèì âñå ïðîèçâåäåíèÿ âèäà ai1 . . . ais , ãäå s > 0 ÷¼òíî (åñëè s = 0, òî ýòî
ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 1). Ïóñòü S ñóììà âñåõ òàêèõ ïðîèçâåäåíèé. Äîêàæèòå, ÷òî S
äåëèòñÿ íà 2k−1.
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