
Äâîéíîå äîìàøíåå çàäàíèå

1 Ñòàðîå.

1. Íàéäèòå âñå ìíîãî÷ëåíû P (x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò

(P (x))2 + P (−x) = P (x2) + P (x).

2. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1

b(a+ b)
+

1

c(b+ c)
+

1

a(c+ a
≥ 27

2(a+ b+ c)2
.

3. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë A,B è äåéñòâèòåëüíûõ a1, a2, . . . an, b1, b2, . . . bn äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íÿåòñÿ A2 > a21 + a22 + · · ·+ a2n è B2 > b21 + b22 + · · ·+ b2n äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

(A2 − a21 − · · · − a2n)(B
2 − b21 − · · · − b2n) ≤ (AB − a1b1 − · · · − anbn)

2.

4. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1, . . . , an, b1, . . . , bn, c1, . . . , cn äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

(a1b1c1 + · · ·+ anbncn)
3 ≤ (a31 + · · ·+ a3n)(b

3
1 + · · ·+ b3n)(c

3
1 + · · ·+ c3n).

2 Íîâîå

1. Íàéäèòå âñå ïàðû öåëûõ ÷èñåë a, b òàêèõ ÷òî ÷èñëà

a3b− 1

a+ 1
,
b3a+ 1

b− 1
öåëûå.

2. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå p è íàòóðàëüíûå x, y òàêèå, ÷òî

x(y2 − p) + y(x2 − p) = 5p.

3. Äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n îêàçàëîñü, ÷òî ÷èñëî

8n + n

2n + n

öåëîå. Äîêàæèòå, ÷òî n < 10.

4. Îáîçíà÷èì d(k) êîëè÷åñòâî âñåõ äåëèòåëåé ÷èñëà k. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, ÷òî

d(n)3 = 4n.

3 Ñòàðîå.

1. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 2. Äîêàæèòå, ÷òî

(φ(an − 1), n) > 1

.

2. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà p, q òàêèå, ÷òî

2pq − qp = 7

3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà pk + 1, ãäå p � ïðîñòîå, áåñêîíå÷íî ìíîãî.
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4 Íîâîå

1. Èãðà ïðîèñõîäèò íà êëåò÷àòîì ïîëå 9 × 9. Èãðàþò äâîå, õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷èíàåò ïåðâûé.
Îí ñòàâèò â ñâîáîäíûå êëåòêè êðåñòèêè, âòîðîé èãðîê � íîëèêè. Êîãäà âñå êëåòêè çàïîëíåíû,
ïîäñ÷èòûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñòðîê è ñòîëáöîâ, â êîòîðûõ êðåñòèêîâ áîëüøå, ÷åì íîëèêîâ, � ÷è-
ñëî K, è êîëè÷åñòâî ñòðîê è ñòîëáöîâ, â êîòîðûõ íîëèêîâ áîëüøå, ÷åì êðåñòèêîâ, � ÷èñëî H.
Ðàçíîñòü K − H ñ÷èòàåòñÿ âûèãðûøåì ïåðâîãî. Íàéäèòå òàêîå ÷èñëî B, äëÿ êîòîðîãî îäíîâ-
ðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: ïåðâûé èãðîê ìîæåò ñåáå îáåñïå÷èòü âûèãðûø íå ìåíüøå B, à
âòîðîé ìîæåò âñåãäà ïðîèãðàòü íå áîëüøå B.

2. Äâîå ïî î÷åðåäè êðàñÿò ñòîðîíû n-óãîëüíèêà. Ïåðâîìó ðàçðåøàåòñÿ êðàñèòü ñòîðîíó, ó êîòî-
ðîé îáà ñîñåäà ïîêðàøåíî èëè íå ïîêðàøåíî íè îäíîãî, à âòîðîìó ìîæíî ïîêðàñèòü ñòîðîíó ñ
ðîâíî îäíèì ïîêðàøåíûì ñîñåäîì. Ïðîèãðûâàåò òîò, êîìó íåêóäà õîäèòü. Êòî ïîáåæäàåò ïðè
ïðàâèëüíîé èãðå?

3. Äàíà òàáëèöà 2013×2013. Äâîå èãðàþò â òàêóþ èãðó: â ñâîé õîä ïåðâûé êðàñèò íåçàêðàøåííûé äî
ýòîãî êâàäðàò 2×2 â ñèíèé öâåò, à âòîðîé êðàñèò íåçàêðàøåííûé äî ýòîãî êâàäðàò 1×1 â æ¼ëòûé
öâåò. Êîãäà ïåðâûé óæå íå ìîæåò çàêðàñèòü êâàäðàò 2 × 2, âòîðîé çàêðàøèâàåò íåòðîíóòûå
êëåòêè â æ¼ëòûé öâåò, è íà ýòîì èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ. Åñëè íà äîñêå ñèíèõ êëåòîê áîëüøå, ÷åì
æ¼ëòûõ, òî ïîáåæäàåò ïåðâûé. Èíà÷å ïîáåæäàåò âòîðîé. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

4. Åñòü øîêîëàäêà â ôîðìå ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé n, ðàçäåë¼ííàÿ áîðîçäêàìè íà
ìàëåíüêèå òðåóãîëüíèêè ñî ñòîðîíîé 1 (êàæäàÿ ñòîðîíà ïîäåëåíà íà n ÷àñòåé, òî÷êè äåëåíèÿ
íà êàæäîé ñòîðîíå ñîåäèíåíû ëèíèÿìè, ïàðàëëåëüíûìè òðåòüåé ñòîðîíå). Èãðàþò äâîå. Çà õîä
ìîæíî îòëàìàòü îò øîêîëàäêè òðåóãîëüíûé êóñîê (âäîëü êàêîé-íèáóäü áîðîçäêè), ñúåñòü åãî è
ïåðåäàòü îñòàòîê ïðîòèâíèêó. Òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä, äîñðî÷íî ïðîèãðûâàåò. Òîò, êòî
ïîëó÷èò ïîñëåäíèé êóñîê - òðåóãîëüíè÷åê ñî ñòîðîíîé 1, � ïîáåäèòåëü. Äëÿ êàæäîãî n âûÿñíèòå,
êòî èç èãðàþùèõ âñåãäà ìîæåò ïîáåäèòü, êàê áû íå èãðàë ïðîòèâíèê?

5. Ïåðâûé èãðîê çàäóìàë öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå 100. Âòîðîé èãðîê íàçûâàåò öåëîå ÷èñëî d > 1.
Åñëè ÷èñëî ïåðâîãî äåëèòñÿ íà d, òî âòîðîé âûèãðàë, èíà÷å ïåðâûé îòíèìàåò îò çàäóìàíîãî
÷èñëà d è èãðà ïðîäîëæàåòñÿ. Íàçûâàòü ÷èñëà, óæå íàçâàííûå çàïðåùàåòñÿ. Êîãäà ÷èñëî ïåðâîãî
ñòàíåò îòðèöàòåëüíûì, âòîðîé ïðîèãðûâàåò. Ìîæåò ëè âòîðîé äåéñòâîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîá
ãàðàíòèðîâàíî âûèãðàòü?
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