
Äîìàøêà 18.05.14

1 Ñòàðîå

1. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî
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2. Âû÷èñëèòå ñóììó
1 + C1

n cosφ+ · · ·+ Cn
n cosnφ.

3. Íàéäèòå âñå ìíîãî÷ëåíû òàêèå, ÷òî

P (x)P (x+ 1) = P (x2 + 1).

4. Ïðî ìíîãî÷ëåíû P (x), Q(x) èçâåñòíî, ÷òî P (x3) +Q(x3)
...x2 + x+ 1. Äîêàæèòå, ÷òî

P (x) +Q(x)
...(x− 1).

5. Ïóñêàé P (x) � ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé, ÷òî P (|i|) < 1. Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóþò äåéñòâèòåëüíûå a è b òàêèå, ÷òî P (a+ bi) = 0 è (a2 + b2 + 1)2 < 4b2 + 1.

Ïîäñêàçêà. Ðàñïèøèòå ìíîãî÷ëåí P (x) êàê ïðîèçâåäåíèå ñêîáîê âèäà (x−xi), ãäå xi � êîðåíü.
Âñïîìíèòå, ÷òî, åñëè ó âàñ ÷èñëà z � êîðåíü, òî è ñîïðÿæ¼ííîå ê z � êîðåíü.

2 Íîâîå

1. Äàí âûïóêëûé 2n-óãîëüíèê. Åãî âåðøèíû ðàçáèâàþòñÿ íà n ïàð è ïðîâîäÿòñÿ äèàãîíàëè, êîòî-
ðûå ñîåäèíÿþò âåðøèíû èç îäíîé ïàðû. Äîêàæèòå, ÷òî ñïîñîáîâ òàê ðàçáèòü âåðøèíû íà ïàðû,
÷òîá ïîñòðîåííûå äèàãîíàëè íå ïåðåñåêàëèñü � ÷èñëî Êàòàëàíà Cn.

2. Íàçîâ¼ì "ñòóïåíüêàìè"ôèãóðó èç n(n+1)
2

êëåòîê, êîòîðàÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ êâàäðàòà n × n îò
îäíîãî åãî óãëà äî äèàãîíàëè. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü "ñòóïåíüêó"ðîâíî íà
n ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíî ÷èñëó Êàòàëàíà Cn.

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (a1, . . . , an) öåëûõ ÷èñåë, ÷òî a1 = 0 è 0 ≤ ak ≤ ak−1+1,
1 < k ≤ n?

4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ci çàäàíà ïðàâèëîì: c0 = 1, c2k+1 = ck k ≥ 0, c2k = ck + ck−2e k ≥ 1, ãäå
e � ñàìàÿ áîëüøàÿ ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî 2e|k. Äîêàæèòå, ÷òî

2n−1∑
i=0

ci = Cn+1,

ïðè n ≥ 1, ãäå Cn n-òîå ÷èñëî Êàòàëàíà.

Ïîäñêàçêà. Ðàññìîòðèòå äâîè÷íóþ çàïèñü ÷èñåë îò 0 äî 2n − 1. Ðàññìîòðèòå êàêóþ-íèáóäü
êîìáèíàòîðíóþ èíòåðïðåòàöèþ ÷èñåë Êàòàëàíà è äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ci ñ÷èòàåò âñå ýëåìåíòû
ýòîé èíòåðïðåòàöèè.

5. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a0 = 1, a1, . . . , an, an+1 = 1, ai ≥ 2 ïðè 1 ≤ i ≤ n
òàêàÿ, ÷òî ai−1 + ai+1 äåëèòñÿ íà ai. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò i òàêîå, ÷òî ai−1 + ai+1 = ai, è
âñåãî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷èñåë � ÷èñëî Êàòàëàíà Cn.

Ìîæåòå åù¼ ïî÷èòàòü òåîðèþ âîò çäåñü: http://www.geometer.org/mathcircles/catalan.pdf
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