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ВIДБIРКОВО-ТРЕНУВАЛЬНI ЗБОРИ КАНДИДАТIВ
ДО КОМАНДИ УКРАЇНИ
(м. Днiпропетровськ, 2010 р.)

Цього року за 6 мiсць у командi України на Мiжнародну олiмпiаду змагалися за ре-
зультатами 50-ї Всеукраїнської олiмпiади 14 учнiв, якi приймали участь у змаганнi за 11-й
клас. Серед них виявилось 4 десятикласники, двоє з яких пробилися в команду України.
Як i минулого року уся команда складається з учнiв двох мiст - Києва та Харкова, але
тепер харкiв’ян стало 4.

I тур

1. Є 2010 карток червоного та 2010 карток бiлого кольорiв. Усi цi 4020 карток перемiшу-
ються та роздаються по двi випадковим чином кожному з 2010 гравцiв, якi сидять
за круглим столом. Гра складається з декiлькох раундiв, у кожному з яких грав-
цi одночасно передають картки один одному за такими правилами. Якщо гравець
володiє принаймнi однiєю червоною карткою, то вiн передає одну червону картку
гравцю, що сидить лiворуч вiд нього, iнакше вiн передає лiворуч одну бiлу картку.
Гра закiнчується пiсля того раунду, коли у кожного з гравцiв виявляється по однiй
червонiй та бiлiй картцi. Визначити максимально можливу кiлькiсть таких раундiв.

2. (Сердюк Назар) Данo вписаний чотирикутник ABCD в коло з центром O, P − точка
перетину дiагоналей AC та BD, BC ∦ AD. Променi AB таDC перетинаються в точцi
E. Коло з центром I, вписане в трикутник EBC дотикається до BC в точцi T1. Коло
з центром J , зовнiвписане в трикутник EAD дотикається до сторони AD в точцi T2.
Прямi IT1 та JT2 перетинаються в точцi Q. Доведiть, що точки O,P та Q лежать на
однiй прямiй.

3. Знайти усi функцiї f : R→ R такi, що для усiх x, y виконується рiвнiсть:

f(xf(x+ y)) = f(yf(x)) + x2.

II тур

1. (Сенiн Вiталiй) Для невiд’ємних чисел a, b, c доведiть нерiвнiсть:

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
+

√
ab+ bc+ ca

a2 + b2 + c2
≥ 5

2
.

2. Коло, вписане в трикутник ABC, дотикається сторiн AB та AC в точках Z та Y
вiдповiдно. Нехай G точка перетину прямих BY та CZ, а R та S такi точки, що
BCY R та BCSZ – паралелограми. Довести, що GR = GS.

3. Знайдiть усi пари непарних натуральних чисел a та b, для яких iснує натуральне
число c таке, що число cn+1

2na+b
є цiлим для всiх натуральних n.

III тур

1. (Нiколаєнко Станiслав) Позначимо у трикутнику ABC через h довжину висоти, що
проведена з вершини A, а через α = ∠BAC. Довести, що виконується нерiвнiсть
AB + AC ≥ BC · cosα + 2h sinα. Чи iснують трикутники, для яких ця нерiвнiсть
обертається у рiвнiсть?
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2. (Мисак Данило) Розглядатимемо нескiнченнi послiдовностi натуральних чисел, у
яких кожне натуральне число трапляється рiвно один раз. Нехай {an}, n ≥ 1 — така
послiдовнiсть. Назвемо її послiдовною, якщо для довiльного натурального k i кожних
натуральних n i m таких, що an < am, справджується також нерiвнiсть akn < akm.
Наприклад, послiдовнiсть an = n — послiдовна.

а) Доведiть, що iснують послiдовнi послiдовностi, вiдмiннi вiд an = n.

б) Чи iснують послiдовнi послiдовностi, для яких an 6= n, n ≥ 2?

в) Чи iснують послiдовнi послiдовностi, для яких an 6= n, n ≥ 1?

3. П’ять однакових дволiтрових вiдер стоять на дворi у вершинах правильного п’яти-
кутника. Попелюшка та її зла мачуха проводять декiлька раундiв за такими прави-
лами. На початку кожного раунду мачуха набирає 1 лiтр брудної води з найближчої
калюжi та розподiляє її довiльним чином мiж 5 вiдрами у дворi. Попелюшка обирає
два довiльних вiдра, якi стоять поруч (у сусiднiх вершинах п’ятикутника), та ви-
ливає з них воду у калюжу i ставить порожнi вiдра на мiсце. Це закiнчує черговий
раунд. Мачуха прагне зробити так, щоб принаймнi у одному вiдрi вода перелилася
через край (тобто пiсля її доливання у ведрi мало бути бiльше нiж 2 лiтри води), а
Попелюшка – не допустити цього. Чи зможе мачуха досягти свого намiру?

IV тур

1. Натуральне число N називається збалансованим, якщо N = 1 або N можна предста-
вити у виглядi добутку парної кiлькостi простих чисел (необов’язково рiзних). Для
заданих натуральних чисел a та b розглянемо многочлен P (x) = (x+ a)(x+ b).

(a) Доведiть, що iснують такi рiзнi натуральнi числа a та b, що всi числа
P (1), P (2), . . . , P (50) – збалансованi.

(b) Доведiть, що зi збалансованостi P (n) для всiх натуральних n випливає, що a = b.

2. (Ясинський В’ячеслав) Нехай ABC – трикутник, у якому AB > AC. Коло ωa доти-
кається вiдрiзка BC у точцi D, продовження вiдрiзка AB за точку B у точцi F , а
продовження вiдрiзка AC за точку C у точцi E. Промiнь AD перетинає вдруге коло
ωa у точцi M . Позначимо коло, яке описане навколо трикутника CDM , через ω. Це
коло перетинає вiдрiзок DF у точцi N . Доведiть, що FN > ND.

3. Чи iснує натуральне число n, для якого виконується наступне: для довiльного ра-
цiонального r iснує цiле число b та цiлi не рiвнi нулю числа a1, a2, . . . , an такi, що

r = b+
1

a1

+
1

a2

+ · · ·+ 1

an
.
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Результати вiдбору

M Прiзвище, iм’я Hавчальний заклад Сума

1. Веклич Богдан Києво-Печерський лiцей № 171 "Лiдер м.Київ 58
2. Чорний Максим Києво-Печерський лiцей № 171 "Лiдер м.Київ 53
3. Тєплова Дар’я Харкiвський фiзико-математичний лiцей №27 Харкiвської мi-

ської ради (учениця 10 класу)
38

4. Лавинська Тетяна Харкiвський фiзико-математичний лiцей №27 Харкiвської мi-
ської ради

33

5. Хрущов Тимур Харкiвський фiзико-математичний лiцей №27 Харкiвської мi-
ської ради (учень 10 класу)

30

6. Жениленко Вяче-
слав

Харкiвський фiзико-математичний лiцей №27 Харкiвської мi-
ської ради

29

7. Кравченко Оле-
ксандр

Харкiвський навчально-виховний комплекс №45 "Академiчна
гiмназiя"Харкiвської мiської ради

27

8. Любiнець Володи-
мир

Спецiалiзована школа-iнтернат ”Львiвський фiзико-
математичний лiцей при Львiвському нацiональному
унiверситетi iменi Iвана Франка з поглибленим вивченням
природничо-математичних наук”

27

9. Дудкiн Олександр Харкiвський фiзико-математичний лiцей №27 Харкiвської мi-
ської ради

25

10. Мулярчик Кирило Фiзико-математичний лiцей № 208, м.Київ (учень 10 класу) 24
11. Габiдулiна Надiя Севастопольська гiмназiя №1 iменi О.С.Пушкiна Севастополь-

ської мiської Ради
23

12. Баган Олександр Природничо-науковий лiцей №145, м.Київ (учень 10 класу) 22
13. Черненко Iван Києво-Печерський лiцей № 171 "Лiдер м.Київ 12
14. Голiцин Володимир Харкiвський фiзико-математичний лiцей №27 Харкiвської мi-

ської ради
10

Журi вiдбору

РУБЛЬОВ Б.В., професор Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шев-
ченка, доктор фiзико-математичних наук (голова журi)

АНIКУШИН А.В., асистент Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шев-
ченка

КРЮКОВА Г.О., аспiрант Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шев-
ченка

ЛIШУНОВ В.Г., студент Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевчен-
ка

ПОЛЯКОВ О.В., доцент Днiпропетровського нацiонального унiверситету, кандидат
фiзико-математичних наук

СКОРОХОДОВ Д.С., аспiрант Днiпропетровського нацiонального унiверситету
ТОРБА С.М., науковий спiвробiтник Iнституту математики НАН України, кандидат

фiзико-математичних наук
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ВIДБIРКОВО-ТРЕНУВАЛЬНI ЗБОРИ КАНДИДАТIВ
ДО КОМАНДИ УКРАЇНИ

I тур

1. Вiдповiдь: 2009

Розв’язання 1. Якщо у гравця з’являється або є з самого початку принаймнi
одна бiла картка, то у нього всю гру є хоча б одна бiла картка. Таким чином гра
завершиться, коли у кожного з гравцiв буде бiла картка.

Будемо гравцiв позначати за типами карток, якi у нього є – КК, БК, ББ. Легко
зрозумiти, що кiлькiсть гравцiв типу ББ та КК рiвна у кожний момент.

Розглянемо довiльного гравця КК, i знайдемо для нього лiворуч найближчого гравця
ББ. Тодi кiлькiсть переходiв вiд цього ББ до обраного КК назвемо вiдстанню для
КК. Нехай вона дорiвнює k, доведемо ММI, що через щонайбiльше k раундiв у КК
буде бiла картка. Для k = 1 усе очевидно. Нехай твердження доведене для деякого k.
Припустимо, що вiдстань для деякого КК дорiвнює k+1. Розглянемо ланцюг вiд ББ
до КК, тут картки передаються злiва направо. На тiй частинi, що вiдповiдає iншому
ланцюгу, який з’єднує наведенi КК та ББ, де картки передаються вiд КК до ББ
немає жодного гравця ББ (iнакше це була б не найбiльша вiдстань). Таким чином
на непоказаному ланцюгу завжди передають червону картки, тому там не з’явиться
жодного разу гравець ББ. Таким чином, якщо новi гравцi типу ББ з’являються, то
лише на тому ланцюгу, який ми розглядаємо.

Таким чином розглядаємо вказаний ланцюг. Якщо гравцю КК передає свою картку
iнший гравець ББ, то все доведено, бо КК вже одержав бiлу картку. Iнакше, розгля-
немо сусiда ББ, якому вiн передає свою картку у першому раундi. Якщо вiн ББ або
БК, то пiсля першого раунду ми маємо найдовшого вiд нього ББ на вiдстанi k i спра-
цьовує припущення iндукцiї. Тепер за k раундiв у нього з’явиться бiла картка, таким
чином загалом вийде k + 1 раунд. Якщо сусiд КК, то ББ i цей КК стають обидва
БК (бо ББ передає картку гравець не ББ), звiдки ми маємо, що на ланцюжку пови-
нен бути ББ, який ближче до КК нiж на вiдстанi k, i знову спрацьовує припущення
iндукцiї.

Але найдовша вiдстань вiд КК до ББ може бути 2009, тому вiдповiдь у задачi не
перевищую 2009. залишається навести приклад розташування карток мiж гравцями,
щоб це значення досягалося. Це ББ, далi усi гравцi злiва направо БК i останнiй –
КК. Легко переконатись, що при такому розташуваннi гра триває усi 2009 раундiв.

2. Розв’язання. Позначимо за P1, P2 − основи перпендикулярiв, опущених з точки P
на прямi BC та AD вiдповiдно,M1,M2 − середини сторiн BC та AD вiдповiдно, T ′ −
точка дотику зовнiвписаного кола трикутника EBC до сторони BC. T ′C = BT1 =⇒
BT1

T1C
= CT ′

T ′B
. Точки A,B,C,D лежать на одному колi, отже, 4EBC ∼ 4EAD =⇒

BT1

T1C
= CT ′

T ′B
= AT2

T2D
. Крiм того 4PBC ∼ 4PAD =⇒ BP1

P1C
= AP2

P2D
. Через те, що M1, M2

− середини вiдрiзкiв BC та AD вiдповiдно маємо: T1M1

M1P1
= T2M2

M2P2
. Нехай O1 − точка

на вiдрiзку PQ така, що QO1

O1P
= T1M1

M1P1
. Тодi проекцiї цiєї точки на вiдрiзки BC та AD

вiдповiдно спiвпадоють з точками M1 та M2 =⇒ O спiвпадає з O1. Отже, точки O,P
та Q леать на однiй прямiй, що i треба було довести.

3. Вiдповiдь: f(x) = x та f(x) = −x.
Розв’язання. Простою перевiркою переконуємось, що функцiї f(x) = x та f(x) =
−x є розв’язками заданого функцiонального рiвняння. Покажемо, що iнших розв’яз-
кiв не iснує.

Нехай f задовольняє задане рiвняння, очевидно, що ця функцiя вiдмiнна вiд ста-
лої. Спочатку покажемо, що f(0) = 0. Якщо це не так, то ∀t зробимо пiдстановку
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(x, y) =
(
0, t

f(0)

)
в задане функцiональне рiвняння i одержимо, що f(0)=f(t), що

суперечить умовi вiдмiнностi функцiї вiд сталої. Таким чином f(0) = 0. Далi для
довiльного t зробимо пiдстановки (x, y) = (t, 0) та (x, y) = (t,−t) в задане рiвняння,
тодi одержимо, що

f(tf(t)) = f(0) + t2 = t2, f(tf(0)) = 0 = f(−tf(t)) + t2,

вiдповiдно. Звiдси ми маємо, що ∀t мають мiсце
рiвностi

f(tf(t)) = t2, f(−tf(t)) = −t2.

Таким чином для кожного дiйсного v, iснує дiйсне
u, для якого має мiсце рiвнiсть f(u) = v. Ми також
бачимо, що якщо f(t) = 0, то 0 = f(tf(t))) = t2,
звiдки t = 0, таким чином 0 – єдиний задовольняє
умову f(t) = 0.
Далi покажемо, що ця функцiя непарна, тобто для
кожного дiйсного s f(−s) = −f(s).
Припустимо, що f(s) < 0, тодi пiдберемо таке дiй-
сне число t, для якого f(s) = −t2. Оскiльки t 6= 0,
то f(t) 6= 0, тодi ми можемо пiдiбрати таке число
a, для якого виконується рiвнiсть af(t) = s. Пiд-
становка (x, y) = (t, a) у задане рiвняння нам дає
таку рiвнiсть:

f(tf(t+ a)) = f(af(t)) + t2 = f(s) + t2 = 0,

звiдки випливає, що tf(t + a) = 0, тому t + a = 0
⇒ s = −tf(t), Звiдси остаточно одержимо, що

f(−s) = f(tf(t)) = t2 = −(−t2) = −f(s),

тобто для цього випадку справджується.
Нехай тепер f(s) > 0, тодi iснує число t 6= 0, для
якого f(s) = t2, пiдберемо дiйсне число a таким
чином, щоб виконувалась рiвнiсть tf(a) = s. Пiд-
становка (x, y) = t, a− t), у задане рiвняння дає

f(s) = f(tf(a)) = f((a− t)f(t)) + f(s)

, звiдки f((a−t)f(t)) = 0⇒ (a−t)f(t) = 0. Оскiльки f(t) 6= 0, ми маємо, що s = tf(t)
i також ми бачимо, що виконується рiвнiсть

f(−s) = f(−tf(t)) = −t2 = −f(−s)

i для цього випадку. Таким чином непарнiсть функцiї доведена.
Пiдстановки (x, y) = (s, t), (x, y) = (t,−s− t) та (x, y) = (−s− t, s) у задане рiвняння
дають такi рiвностi:

f(sf(s+ t)) = f(tf(s)) + s2,

f(tf(−s)) = f((−s− t)f(t)) + t2,

f((−s− t)f(−t)) = f(sf(−s− t)) + (s+ t)2,

вiдповiдно. З умови непарностi функцiї можемо друге та третє рiвняння подати у
iншому виглядi i одержимо, що справджуються такi рiвностi:

f(tf(s))− f(sf(s+ t)) = −s2,
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f(tf(s))− f((s+ t)f(t)) = −t2,
f((s+ t)f(t)) + f(sf(s+ t)) = (s+ t)2.

Додамо цi три рiвностi i одержимо, що 2f(tf(s)) = 2ts, або f(tf(s)) = ts ∀t, s. Зафi-
ксуємо s таким, що f(s) = 1, ми одержимо, що має мiсце для довiльного x викону-
ється рiвнiсть f(x) = sx. Пiдставляємо це спiввiдношення у задане функцiональне
рiвняння i одержимо, що можливi значення s = ±1, що завершує доведення.

II тур

1. Розв’язання. Нерiвнiсть випливає з таких перетворень:

5 = 3
3

√√
ab+ bc+ ca

a2 + b2 + c2
·
√
ab+ bc+ ca

a2 + b2 + c2
· a

2 + b2 + c2

ab+ bc+ ca
+ 2 ≤

≤
√
ab+ bc+ ca

a2 + b2 + c2
+

√
ab+ bc+ ca

a2 + b2 + c2
+
a2 + b2 + c2

ab+ bc+ ca
+ 2 =

=

√
ab+ bc+ ca

a2 + b2 + c2
+

√
ab+ bc+ ca

a2 + b2 + c2
+

(a+ b+ c)2

ab+ bc+ ca
≤

≤
√
ab+ bc+ ca

a2 + b2 + c2
+

√
ab+ bc+ ca

a2 + b2 + c2
+

+

(
a2

ab+ac
+ b2

bc+ba
+ c2

ca+cb

)
((ab+ ac) + (bc+ ba) + (ca+ cb))

ab+ bc+ ca
=

= 2

(
a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
+

√
ab+ bc+ ca

a2 + b2 + c2

)
,

що й треба було довести.

2. Розв’язання. Позначимо для 4ABC
через k та ka вiдповiдно вписане та зов-
нiвписане вiдносно вершини A кола. не-
хай цi кола k та ka дотикаються до сто-
рони BC у точках X та T вiдповiдно
(рис), зовнiвписане коло ka дотикається
до прямих AB та AC у точках P та Q
вiдповiдно. Ми використаємо той факт,
що точки дотикання вписаного та зов-
нiвписаного кiл до сторони трикутника
симетричнi вiдносно середини сторони
цього трикутника.
Тодi ми маємо такi рiвностi: ZP = ZB+
BP = XB + BT = BX + CX = ZS
та CQ = CT = BX = BZ = CS. Для
кожної з точок Z та C вiдстанi до то-
чки S рiвнi довжинi дотичної до кола
ka, проведеної з цiєї точки. Вiдомо, що
всi точки з такою властивiстю лежать
на прямiй ZC, котра є радикальною вiс-
сю точки S та кола ka.
Аналогiчними мiркуваннями отримуємо, що BY є радикальною вiссю точки R та
кола ka. Отже, перетин ZC та BY (точка G за означенням) є радикальним центром
R, S та ka, звiдки маємо GR = GS.
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3. Розв’язання. Доведемо, що a + b є степенем числа 2. Припустимо протилежне,
нехай iснує непарне просте число p таке, що (a + b)

...p. Тодi 2p−1a + b ≡ a + b ≡ 0(
mod p), звiдки випливає cp−1 + 1 ≡ 0( mod p), прийшли до суперечностi.

Покажемо, що b = 1. Для будь-якого непарного дiльника p числа c2m +1 виконується
p ≡ 1( mod 2m+1). Звiдси маємо: 22ma + b ≡ 1( mod 2m+1), або
b ≡ 1( mod 2m+1) для достатньо великого m. Отже, b = 1.

Якщо b = 1, то можна показати, що a = 1 наступним чином. Розглянемо просте p
таке, що p > c+ 1. Неважко показати, що будь-який простий дiльник q числа cp + 1
або є дiльником c+ 1, або задовольняє q ≡ 1( mod p). Отже,

2pa+ 1

(2pa+ 1, c+ 1)
≡ 1( mod p)

та (2pa+1, c+1) ≡ 2pa+1 ≡ 2a+1( mod p). За припущенням (2pa+1, c+1) ≤ c+1 < p,
а оскiльки (2a + 1)|(c + 1), то 2a + 1 ≤ c + 1 < p. Тобто (2pa + 1, c + 1) = 2a + 1 та
(2a+ 1)|(2pa+ 1). Розпишемо:

2pa+ 1 = (2a+ 1)2p−1 − 2p−1 + 1

Отже, виконується (2a+1)|(2p−1−1). Легко показати (для цього можна використати
теорему Дiрiхле або лему 2), що iснує велике просте число q таке, що (2p−1−1, 2q−1−
1) = 22 − 1 = 3. Наприклад, вiзьмемо будь-яке просте q таке, що q ≡ 3( mod p− 1).
Отже, 2a+ 1 = 3 та a = 1.

Лема 1. Для довiльного простого p > 2 iснує нескiнчена кiлькiсть простих q таких,
що (q − 1) не дiлиться на p.

Доведення Вiд супротивного. Припустимо, що таких q скiнчена кiлькiсть. Позначимо
їх q1, q2, . . . , qn. Тодi для будь-якого iншого простого q число q − 1 дiлиться на p.
Розглянемо число g = kq1q2 . . . qn + 1. Тодi g має лише дiльники виду pk + 1, а отже,
g ≡ 1( mod p). Нехай q1q2 . . . qn ≡ s( mod p). Виберемо k так, що ks ≡ 1( mod p),
тодi q ≡ 2( mod p). Отримане протирiччя доводить твердження леми.

Лема 2. Для довiльного простого p > 2 iснують простi числа q0, q1, . . . , qn бiльшi
за p такi, що

(2p−1 − 1, 2q0−1 − 1, . . . , 2qn−1 − 1) = 3.

Доведення Нехай p − 1 = 2αpα1
1 p

α2
2 . . . pαnn . Тодi за лемою 1 виберемо простi qi таким

чином, що qi > p та pi не дiлить qi − 1. В такому випадку будемо мати:

A = (2p−1 − 1, 2q0−1 − 1, . . . , 2qn−1 − 1) = 2(p−1,q0−1,...,qn−1) − 1 = 2(2α,q0−1) − 1.

Залишається взяти просте число q0 вигляду 4k+3 i тодi A = 2(2α,q0−1)−1 = 22−1 = 3.

III тур

1. Вiдповiдь: Рiвнiсть досягається для рiвностороннього трикутника.

Розв’язання. Якщо α ≥ 90◦, то AB + AC > 2h ≥ 2h sinα ≥ BC · cosα + 2h sinα,
оскiльки cosα ≤ 0, тобто виконується строга нерiвнiсть.

Нехай тепер α < 90◦, позначимо через H1, H2, H3 – основи висот, що проведенi з
вершин A,B,C вiдповiдно, K2 – точка, що симетрична точцi H2 вiдносно прямої
AB, аналогiчно точка K3 – точка, що симетрична точцi H3 вiдносно прямої AC.
Опишемо навколо трикутникiв ABH1 та ACH1 кола ω1 та ω2 вiдповiдно (рис.8). Тодi
AB i AC – дiаметри цих кiл, оскiльки AK2B = AK3C = 90◦, то K2 ∈ ω1 та K3 ∈ ω2.
Тому AB ≥ K2H1 та AС ≥ K3H1.
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Далi за теоремою Птолемея AB ·K2H1 = AK2 ·BH1 +BK2 · AH1. Звiдси

K2H1 =
AK2 ·BH1

AB
+
BK2 · AH1

AB
=
AH2

AB
·BH1 +

BH2

AB
· AH1 = BH1 cosα + h sinα.

Аналогiчно одержимо, що K3H1 = CH1 cosα + h sinα. Таким чином

AB + AC ≥ K2H1 +K3H1 = (BH1 cosα + h sinα) + (CH1 cosα + h sinα) =

= BC cosα + 2h sinα,

що й треба було довести.

Рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли вiдрiзки K2H1 та K3H1 є дiаметрами
вiдповiдно кiл ω1 та ω2. У цьому випадку ∠K2AH1 = ∠K3AH1 = 90◦. Тодi

∠ABC = 90◦ − ∠BAH1 = ∠BAK2 = ∠BAC = ∠CAK3 = 90◦ − ∠CAH1 = ∠ACB,

тобто трикутник ABC – рiвносторон-
нiй. Перевiркою переконуємось, що
дiйсно має мiсце рiвнiсть.

2. Вiдповiдь: Для пункту б) iснують,
для пункту в) — нi.
Розв’язання. Спершу розв’яже-

мо пункт а) — покажемо при-
клад послiдовної послiдовностi, вiд-
мiнної вiд тривiальної. Нехай n =
2α13α25α3 . . . pαrr — канонiчне зобра-
ження n (в якому степенi можуть
дорiвнювати 0), тодi послiдовнiсть
{an}, an = 2α23α15α3 . . . pαrr , задоволь-
няє умову задачi.
Справдi, якщо n = 2α13α25α3 . . . pαrr p

0
r+1p

0
r+2 . . . , m = 2β13β25β3 . . . pβss p

0
s+1p

0
s+2 . . . ,

k = 2γ13γ25γ3 . . . pγtt p
0
t+1p

0
t+2 . . . i an < am, то akn < akm, бо

akn = 2α2+γ23α1+γ15α3+γ3 . . . p
αmax(r,t)+γmax(r,t)

max(r,t) = akan,

akm = 2β2+γ23β1+γ15β3+γ3 . . . p
βmax(s,t)+γmax(s,t)

max(s,t) = akam

i akn = akan < akam = akm. Вказана послiдовнiсть нетривiальна (наприклад через
те, що a2 = 3) та отримується шляхом «переставляння» в канонiчному зображеннi
числа n символiв двiйки та трiйки.

Дещо ускладнимо процедуру побудови послiдовностi. Покладемо

N(k) =


k − 2, якщо k = 4, 6, 8, . . . ,
1, якщо k = 2,
k + 2, якщо k = 1, 3, 5, . . . .

Тодi N(k1) 6= N(k2), якщо k1 6= k2. Якщо тепер ми побудуємо послiдовнiсть, яка
замiнюватиме в канонiчному зображеннi числа n символ pk на символ pN(k), то
отримаємо послiдовнiсть, що задовольняє пункт б) задачi. Справдi, нехай для n =
2α13α25α37α4 . . . p

αr−1

r−1 p
αr
r

an = 5α12α211α33α4 . . . p
αr−1

N(r−1)p
αr
N(r).

Тодi послiдовнiсть {an} — послiдовна, що доводиться так само, як i для першої роз-
глянутої послiдовностi (нескладно переконатися, що akn = akan i akn = akan < akam =
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akm). До того ж an 6= n, якщо n ≥ 2: якби an дорiвнювало n, то справджували-
ся б рiвностi: αN(k) = αk, αN(N(k)) = αN(k) = αk, . . . , αN(...N(N(k))... ) = αk. А оскiльки
N(. . . N(N(k)) . . . ) необмежено зростатиме починаючи з якоїсь iтерацiї, то в разi на-
явностi ненульового αk в канонiчному зображеннi n, у ньому мали би бути присутнi
також ненульовi степенi як завгодно великих простих чисел, що неможливо.

Нарештi, розв’яжемо пункт в), показавши, що послiдовностей, якi його задовольня-
ють, не iснує. Нехай для деякої послiдовної послiдовностi a1 6= 1. Згiдно з умовою
iснує таке l, що al = 1. Тодi al < a1 i, домноживши iндекси на l, al2 < al = 1, що
неможливо, оскiльки al2 має бути натуральним числом.

3. Вiдповiдь: Нi не зможе.

Розв’язання. Попелюшка завжди може вибирати вiдра таким чином, щоб вони
не переповнилися. Позначимо вiдра послiдовно через B0, B1, B2, B3, B4. Попелюшка
буде обирати вiдра у кожному раундi таким чином, щоб виконувались такi три умови.

1. Два сумiжнi вiдра, наприклад, B1, B2 порожнi.

2. Два сусiднiх до цiєї пари вiдра, наприклад, B0, B3 мiстять разом максимум 1 лiтр
води.

3. Вiдро, що залишилось, наприклад, B4 мiстить щонайбiльше 1 лiтр води.

Зрозумiло, що цi умови виконуються на початку гри, коли усi вiдра порожнi. Припу-
стимо, що цi умови виконуються на початку r-го раунду (r ≥ 1). Позначимо кiлькiсть
брудної води у вiдрах перед дiєю мачухи у черговому раундi через xi, i = 0, 4, а пiсля
її доливання через yi, i = 0, 4.

За припущенням виконуються такi умови: x1 = x2 = 0, x0 + x3 ≤ 1, x4 ≤ 1. Оскiльки
мачуха доливає рiвно 1 лiтр води, то виконується умова y0 + y1 + y2 + y3 + y4 ≤ 2.
Звiдси виконується або умова y0 + y2 ≤ 1, або y1 + y3 ≤ 1. Без обмеження загальностi
розгляу будемо вважати, що виконується умова y1 + y3 ≤ 1.

Тодi Попелюшка виливає вiдра B0 та B4. Тодi виконуються такi умови: вiдра B0 та
B4 – порожнi (умова 1 виконана). Внаслiдок нерiвностi y1+y3 ≤ 1 виконується умова
2. З умови x2 = 0 маємо виконання умови 3, бо y2 ≤ 1. Таким чином i по завершення
(r+1)-раунду виконуються умови 1–3, звiдки випливає, що Попелюшка може завжди
досягнути того, щоб вони виконувались. А це й означає, що жодне вiдро нiколи не
буде переповненим.

Зауваження. Покажемо, що використання "жадного"алгоритму, тобто, коли По-
пелюшка завжди виливає два сусiднiх вiдра, у яких на цей момент максимум води
може привести до переповнення одного з вiдер у процесi раундiв.

У кожному раундi перед доливанням мачухи вiдра мiстять максимум x0 + x1 + x2 +
x3 + x4 ≤ 3

2
. Пiсля доливання мачухи Y = y0 + y1 + y2 + y3 + y4 ≤ 5

2
. Оскiльки

Попелюшка виливає максимум можливої води, то вони буде виливати принаймнi 2Y
5
,

тому залишиться у вiдрах не бiльше, нiж 5
3
· Y ≤ 3

2
лiтри води.

Мачуха на початку просто робить свої доливання таким чином, щоб у кожному вiдрi
була однакова кiлькiсть води, тобто кожне вiдро буде мiстити пiсля декiлькох раундiв
та вiдповiдного ходу мачухи принаймнi по 1

2
−2ε лiтрiв води, де ε – довiльне додатне

число. Це стає зрозумiлим, якщо обчислити кiлькiсть води в усiх вiдрах пiсля ходу
мачухи. Воно задається такими умовами: c1 = 1, cr+1 = 1 + 3

5
· cr, звiдки одержимо,

що cr = 5
2
− 3

2
·
(

3
5

)r−1. Тому 1
5
cr → 1

2
.

Далi за "жадним"алгоритмом маємо таку послiдовнiсть дiй:(
1
2
− 2ε, 1

2
− 2ε, 1

2
− 2ε, 1

2
− 2ε, 1

2
− 2ε

)
−→

−→ (x0, x1, x2, x3, x4) =
(

1
2
− 2ε, 1

2
− 2ε, 1

2
− 2ε, 0, 0

)
.
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Мачуха робить таке вiдповiдне додавання води:(
0, 1

4
+ ε, ε, 3

4
− 2ε, 0

)
−→ (y0, y1, y2, y3, y4) =

(
1
2
− 2ε, 3

4
− ε, 1

2
− ε, 3

4
− 2ε, 0

)
.

За алгоритмом треба Попелюшцi виливати B1, B2 i ми одержимо ситуацiю

(x0, x1, x2, x3, x4) =
(

1
2
− 2ε, 0, 0, 3

4
− 2ε, 0

)
.

Мачуха додає таким чином:(
5
8
, 0, 0, 3

8
, 0
)
−→ (y0, y1, y2, y3, y4) =

(
9
8
− 2ε, 0, 0, 9

8
− 2ε, 0

)
.

Пiсля виливання двох сусiднiх вiдер, одне з яких порожнє а iнше мiстить 9
8
−2ε води,

залишиться вiдро, що також мiстить 9
8
− 2ε, тодi мачуха доливає в це вiдро весь лiтр

води i маємо переповнення, оскiльки повинно мiстити 17
8
− 2ε > 1 лiтрiв води.

IV тур

1. Розв’язання. Розглянемо таку функцiю f на множинi натуральних чисел, що
f(n) = 0, якщо n збалансоване, та f(n) = 1 – iнакше. Тодi
f(nm) ≡ f(n) + f(m)( mod 2) для всiх натуральних n,m.

a) Для кожного натурального n розглянемо бiнарну послiдовнiсть
(f(n + 1), f(n + 2), . . . , f(n + 50)). Оскiльки iснує лише 250 рiзних таких послiдов-
носте, то iснує два рiзних натуральних числа a та b, що

(f(a+ 1), f(a+ 2), . . . , f(a+ 50)) = (f(b+ 1), f(b+ 2), . . . , f(b+ 50)).

Але звiдси випливає, що для многочлена P (x) = (x + a)(x + b) всi числа
P (1), P (2), . . . , P (50) – збалансованi, оскiльки для всiх 1 ≤ k ≤ 50 виконується
f(P (k)) ≡ f(a+ k) + f(b+ k) ≡ 2f(a+ k) ≡ 0( mod 2).

b) Припустимо, що P (n) — збалансоване для
всiх натуральних n, а a < b. Покладемо n =
k(b − a) − a для достатньо великого k, тако-
го, щоб число n було додатнiм. Тодi P (n) =
k(k + 1)(b − a)2, а це число може бути збалан-
сованим лише тодi, коли f(k) = f(k + 1). От-
же, з деякого достатньо великого k послiдов-
нiсть f(k) стала. Але це неможливо, адже для
кожного простого p маємо f(p) = 1, а для ко-
жного квадрату t2 виконується f(t2) = 0.
Отже, a = b.

2. Розв’язання. Оскiльки AB > AC, то пря-
мi BC i EF перетинаються в точцi S, яка ле-
жить на продовженнi вiдрiзка BC за точку B.
Це означає, що пряма, яка проходить через то-
чку C i паралельна до EF , перетинає вiдрiзок
AD, а не його продовження.
Дiйсно, так як AB > AC, то ∠ACB > ∠ABC.
А це означає, що ∠BCE < ∠CBF .
Крiм того, ∠AFE = ∠AEF < 90◦, бо AF = AE як дотичнi. Отже, додавши останнi
кутовi нерiвнiсть та рiвнiсть, одержимо: ∠BCE+∠CEF < ∠CBF +∠EFB. Оскiль-
ки сума внутрiшнiх кутiв опуклого чотирикутника дорiвнює 360◦, тобто ∠BCE +
∠CEF + ∠CBF + ∠EFB = 360◦, то ∠BCE + ∠CEF < 180◦, а це означає, що точка
S лежить на продовженнi вiдрiзка BC за точку B. Далi, оскiльки CP ||EF i точки
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C i F лежать по рiзнi боки вiд прямої CM , то точка D лежить мiж прямими PC i
EF . А це означає, що AP < AD, тобто точка P — внутрiшня точка вiдрiзка AD.

Далi, нехай L — точка перетину прямих CN i EF . Доведемо, що N — середина
вiдрiзка CL.

Дiйсно, ∠MEL = ∠MEF = ∠MDF = ∠MDN = ∠MCN = ∠MCL, тобто ∠MEL =
∠MCL.

А це означає, що точки M , E, C,
L — циклiчнi. Звiдси випливає, що
∠LCM = ∠LEM = α, а ∠MLC =
∠MET = β (див. мал.). Позначи-
мо також ∠CED = γ, а ∠LED =
δ. Тодi, очевидно, що α+β+γ+δ =
180◦. Оскiльки CE i CD — доти-
чнi до кола ωa, то трикутник DCE
— рiвнобедрений. Тому кути при
його основi рiвнi, тобто ∠CDE =
∠CED = γ. За теоремою, про кут
мiж дотичною i хордою, маємо:
∠BDF = ∠DEF = δ. Далi, BD =
BF , як дотичнi до кола ωa, тому
∠BFD = ∠DEF = δ. Оскiльки
чотирикутник MNDC вписаний в
коло ω, то ∠CMN = ∠NDB = δ.
З того, що сума внутрiшнiх кутiв
трикутника CML дорiвнює 180◦ i
α+ β + γ + δ = 180◦, випливає, що
∠LMN = γ.
Тому з трикутника CML за теоре-
мою синусiв одержуємо:

LN

NC
=
LM

MC
· sin ∠LMD

sin ∠DMC
=

sinα

sin β
· sin γ
sin δ

.

Крiм того, з трикутника AFD за теоремою синусiв: AF
AD

= sinα
sin δ

, а з трикутника AED
за теоремою синусiв: AE

AD
= sinβ

sin γ
.

Оскiльки AF = AE як дотичнi, то iз останнiх двох рiвностей випливає, що

sinα

sin δ
=

sin β

sin γ
⇔ sinα

sin β
· sin γ
sin δ

= 1.

Отже, LN
NC

= 1, тобто LN = NC.

Нехай K – середина BC, а T — точка перетину прямих DF i CP , тодi NK — середня
лiнiя трикутника LCE, тобто NK||LE. Оскiльки CP ||LE, то i NK||CP . Далi, за
теоремою Фалеса, одержуємо, що FN = NT , а з того, що точка D — внутрiшня
точка вiдрiзка NT , випливає, що ND < NT = FN , що i треба було довести.

3. Вiдповiдь: не iснує.

Розв’язання. Покажемо, що такого n не iснує. Позначимо через An множину
усiх рацiональних чисел r, для яких iснує цiле число b та цiлi не рiвнi нулю числа
a1, a2, . . . , an такi, що

r = b+
1

a1

+
1

a2

+ · · ·+ 1

an
.
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Щоб довести наше твердження, достатньо показати, що для будь-якого n множина
An не охоплює множини усiх рацiональних чисел. Покажемо, що iснує пара рацiо-
нальних чисел pn, qn таких, що pn < qn, а мiж ними не iснує жодного числа з множини
An. Доведемо методом математичної iндукцiї.

Для n = 1 маємо: p1 = 1
3
та q1 = 1

2
. Припустимо, ми для деякого n можемо вибрати

таку пару pn, qn, що pn < qn, а мiж ними не iснує жодного числа з множини An.
Покладемо d = qn − pn та pn+1 = pn + d

3
, q′n+1 = qn − d

3
. Припустимо, iснують цiлi

числа b та не рiвнi нулю a1, a2, . . . , an+1, для яких виконується

pn+1 < b+
n+1∑
k=1

1

ak
< q′n+1.

За припущенням iндукцiї для кожного l ∈ {1, . . . , n+ 1}

pn ≥ b+
n+1∑

k=1,k 6=l

1

ak

або

b+
n+1∑

k=1,k 6=l

1

ak
≥ qn.

Якщо виконується перше, то 1
al

< pn+1 − pn = d
3
, а якщо останнє, то

1
al
< q′n+1−qn = −d

3
. Отже, −3

d
< al <

3
d
, тобто для кожного l ∈ {1, . . . , n+1} iснує ли-

ше скiнчена кiлькiсть можливих значень al. Далi, якщо ми зафiксуємо (a1, . . . , an+1),

то можливi цiлi значення b обмеженi умовою pn+1 < b +
n+1∑
k=1

1
ak

< q′n+1, тобто їх

теж лише скiнчена кiлькiсть. Отже, iснує лише скiнчена кiлькiсть чисел з An+1, що
лежать мiж pn+1 та q′n+1. Серед них оберемо найменше та покладемо qn+1 рiвним
цьому значенню, а якщо таких чисел не знайдеться, то qn+1 = q′n+1. Очевидно, що
для пари pn+1, qn+1 твердження iндукцiї виконується. Тодi твердження вiрне для всiх
натуральних n.


