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Задача 1.1. Нехай a, b, c – додатнi дiйснi числа. Доведiть, що
√
2a2 + bc+

√
2b2 + ac+

√
2c2 + ab ≥ 3

√
ab+ bc+ ca.

Задача 1.2. E — точка перетину дiагоналей вписаного чотирикутника ABCD, F –– точка
перетину прямих AB i CD, M –– середина сторони AB, N –– середина сторони CD. Кола,
описанi навколо трикутникiв ABE та ACN , вдруге перетинаються в точцi K. Доведiть, що
точки F , K, M та N лежать на одному колi.

Задача 1.3. Натуральне число n називається досконалим, якщо воно дорiвнює сумi всiх
своїх натуральних дiльникiв, вiдмiнних вiд самого n. Наприклад, число 6 – досконале, тому
що 6 = 1 + 2 + 3. Знайдiть всi парнi досконалi числа, якi можна подати як суму двох кубiв
натуральних чисел.
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Задача 2.1. Вписане в рiвнобедренний трикутник ABC (AB = AC) коло ω дотикається до
його сторiн AB i AC у точках K i L вiдповiдно. На продовженнi сторони BC за точку B обрано
довiльну точку M . Пряма ML вдруге перетинає ω в точцi N , пряма BN вдруге перетинає ω
в точцi P . На прямiй PK вiдмiчено таку точку X, що K лежить мiж P та X i KX = KM .
Визначте геометричне мiсце точок X.

Задача 2.2. В алфавiтi племенi Муму всього двi лiтери: М та У. Словом у мовi Муму є
будь-яка послiдовнiсть лiтер М та У, в якiй поряд з кожною лiтерою М є лiтера У (наприклад,
УУУ та УММУМ є словами, а ММУ нi). Нехай f(m,u) позначає кiлькiсть слiв мови Муму, в
яких є рiвно m лiтер М та рiвно u лiтер У. Доведiть, що

f(m,u)− f(2u−m+ 1, u) = f(m,u− 1)− f(2u−m+ 1, u− 1)

для будь-яких u ≥ 2, 3 ≤ m ≤ 2u.
Задача 2.3. Для натурального числа k позначимо через an k-ту цифру злiва в десятковому

запису числа 2n (an = 0, якщо у записi числа 2n менше k цифр). Розглянемо нескiнченний
десятковий дрiб α = 0, a1a2a3 . . . Доведiть, що число α iррацiональне.
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Задача 3.1. Знайдiть усi пари взаємно простих натуральних чисел (x, y), якi задовольняють
рiвнiсть 2(x3 − x) = 5(y3 − y).

Задача 3.2. Розташування по колу m ≥ 3 чисел −1 назвемо m-вiд’ємним (iнших чисел на
колi немає). На першому кроцi вiдмiнник Андрiйко вибирає одне з чисел на колi та множить
його на −1. Далi на кожному кроцi вiн замiсть наступного за годинниковою стрiлкою числа
на колi записує його добуток з числом, записаним на попередньому кроцi. Доведiть, що коли
для деякого n за k крокiв n-вiд’ємне розташування перетворюється у себе, то за 2k − 1 крокiв
(2n − 1)-вiд’ємне розташування також перетворюється у себе.



Задача 3.3. Вписане коло ω трикутника ABC дотикається до його сторiн BC, CA i AB в
точках A1, B1 i C1 вiдповiдно. Нехай S — точка перетину прямих, що проходять через точки B
i C паралельно A1C1 i A1B1 вiдповiдно, A0 — основа перпендикуляра, проведеного з точки A1

до B1C1, G1 — центроїд трикутника A1B1C1, P — точка перетину променя G1A0 з ω. Доведiть,
що точки S, A1 та P лежать на однiй прямiй.
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Задача 4.1. Одиничний квадрат розрiзано n прямими на частини. Доведiть, що хоча б в
однiй з цих частин можна повнiстю розмiстити квадрат зi стороною 1

n+1
.

Задача 4.2. Нехай P –– многочлен з цiлими коефiцiєнтами степеня d. Для множини A =
{a1, a2, . . . , ak} натуральних чисел позначимо S(A) = P (a1) + P (a2) + · · · + P (ak). Про на-
туральнi числа m,n вiдомо, що md+1 | n. Доведiть, що множину {1, 2, . . . , n} можна розби-
ти на m неперетинних пiдмножин A1, A2, . . . , Am з однаковою кiлькiстю елементiв так, що
S(A1) = S(A2) = · · · = S(Am).

Задача 4.3. Трiйку чисел a, b, c з вiдрiзку [−1, 1] назвемо вiдбiрною, якщо цi числа задоволь-
няють нерiвнiсть 1 + 2abc ≥ a2 + b2 + c2. Доведiть, що коли трiйки a, b, c та x, y, z є вiдбiрними,
то ax, by, cz також є вiдбiрною.

Розв’язання
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Задача 1.1. Пiднесши нерiвнiсть, яку потрiбно довести, до квадрату, одержимо пiсля ско-
рочень еквiвалентну нерiвнiсть

2(a2+b2+c2)+2
√
2a2 + bc

√
2b2 + ac+2

√
2a2 + bc

√
2c2 + ab+2

√
2b2 + ac

√
2c2 + ab ≥ 8(ab+bc+ac).

(1)
Маємо за нерiвнiстю Кошi–Буняковського

a2 + b2 + c2 =
√
a2 + b2 + c2

√
b2 + c2 + a2 ≥ ab+ bc+ ac,

√
2a2 + bc

√
2b2 + ac+

√
2a2 + bc

√
2c2 + ab+

√
2b2 + ac

√
2c2 + ab =

=
√
a2 + a2 + bc

√
b2 + ac+ b2 +

√
a2 + a2 + bc

√
c2 + ab+ c2 +

√
b2 + b2 + ac

√
c2 + ab+ c2 ≥

≥ ab+
√
a3c+

√
b3c+ ac+

√
a3b+

√
c3b+ bc+

√
b3a+

√
c3a.

Далi, за нерiвнiстю Кошi
√
a3b+

√
b3a+

√
b3c+

√
c3b+

√
a3c+

√
c3a ≤ 2(ab+ bc+ ca).

Неважко бачити, що з наведених нерiвностей випливає (1).
Задача 1.2. (Учасник Dave форума dxdy.ru) Помiтимо, що точки N , E та K лежать на

однiй прямiй. Справдi, за властивiстю вписаних кутiв ∠NKA = ∠DCA = ∠DBA = ∠EKA.
Нехай L — точка перетину променя EM з описаним колом ω трикутника ABE. З подiбностi
трикутникiв ABE та CDE ∠AME = ∠DNE, ∠LEB = ∠NEC = ∠AEK. Отже, дуги AK i LB
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кола ω є рiвними, тому AKLB –– рiвнобiчна трапецiя. Тодi ∠AMK = ∠LMB = ∠AME. Отже,
∠FMK = ∠FNK, звiдки випливає твердження задачi. Зауваження. Легко бачити, що центр
описаного навколо чотирикутника ABCD кола також лежить на одному колi з F , K, M , N .

Задача 1.3. Скористаємося вiдомим твердженням: парне досконале число n записується у
виглядi 2p−1(2p − 1), де числа p та 2p − 1 є простими. Нехай n задовольняє умову, тобто воно є
парним досконалим та подається у виглядi суми двох кубiв натуральних чисел. Тодi

n = 2p−1(2p − 1) = a3 + b3 = (a+ b)(a2 + b2 − ab).

Випадки p = 2 та p = 3 перевiримо окремо: число 6 не є сумою двох кубiв, а 28 = 13+33. Нехай
p ≥ 5, тодi n ≥ 496. З нерiвностi мiж середнiм арифметичним та середнiм кубiчним маємо

a+ b ≤ 3
√

4(a3 + b3) =
3
√
4n =

3
√
4

√
n

6
√
n
≤ 3
√
4

√
n

6
√
296

<
√
n.

Оскiльки 2p−1 є простим, то воно дiлить або a+b, або a2+b2−ab. Але 2p−1 > 2p−1 = n
2p−1

, тому
2p−1 >

√
n, отже, 2p−1 | a2+ b2−ab. Звiдси випливає, що a+ b = 2m для деякого натурального

m ≤ p − 1. Нехай a = a12
x, b = b12

y, де числа x, y є натуральними, а числа a1, b1 є непарними.
Очевидно, x = y, бо iнакше 2m має непарний дiльник бiльше 1. Таким чином, маємо

2p−1(2p − 1) = 22x+m(a21 + b21 − a1b1) = 23x(a1 + b1)(a
2
1 + b21 − a1b1).

Оскiльки число a21+b21−a1b1 непарне, то 2p−1 = a21+b
2
1−a1b1 i 2x+m = p−1. Тому a1+b1 = 2m−x,

a21 + b21 − a1b1 = 22x+m+1 − 1. Очевидно, що a21 + b21 − a1b1 ≤ (a1 − b1)
2 − 3. З iншого боку, за

нерiвнiстю Кошi, a21 + b21 − a1b1 ≥ (a1 + b1)
2/4. Тодi 22m−2x−2 ≤ 22x+m+1 − 1 ≤ 22m−2x − 3, звiдки

випливає 2x+m+ 1 = 2m− 2x− 1, тобто p = 2x+m = 6x+ 3, що суперечить простотi p.
Вiдповiдь: 28 = 13 + 33.
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Задача 2.1. (Учасник Dave форума dxdy.ru) Нехай точка D на продовженнi LK за точку K
така, щоKD = KB, а точка E на продовженнi вiдрiзка CB за точку B така, що BE = BK (тоб-
то BKDE — ромб). Очевидно, що ∠BMN = ∠NLK = ∠NKB, тому чотирикутник BNKM є
вписаним. Звiдси ∠BKM = ∠BNM = ∠LNP = ∠LKP = ∠DKX, а отже, 4BKM = 4DKX,
тобто точка X симетрична точцi M вiдносно бiсектриси KE кута BKD, а тому належить про-
меню DE. З iншого боку, неважко переконатися, що будь-яка точка цього променя, крiм точки
D, вiдповiдає певнiй точцi M , тобто промiнь DE без точки D є шуканим геометричним мiсцем
точок.

Задача 2.2. (Д. Матвєєвський) Для скорочення слово мови Муму назватимемо мусловом.
Через M(m,u) та U(m,u) позначимо вiдповiдно кiлькостi муслiв, якi починаються з лiтер М та
У. Нехай u ≥ 1, 2 ≤ m ≤ 2u−1. Очевидно, що M(m,u) = U(m−1, u) . Розглянемо другу лiтеру
муслова, перша лiтера якого У. Якщо це У, то вiдкидаючи першу лiтеру, одержимо довiльне
муслово, що починається з У. Якщо це М, то вiдкидаючи першi двi лiтери, одержимо довiльне
муслово. Таким чином, U(m,u) = U(m,u− 1) + f(m− 1, u− 1). Отже,

f(m,u) =M(m,u) + U(m,u) = U(m− 1, u) + U(m,u− 1) + f(m− 1, u− 1) =

= U(m− 1, u) + U(m,u− 1) + U(m− 1, u− 1) +M(m− 1, u− 1) =

= U(m− 1, u) + U(m,u− 1) +M(m,u− 1) + U(m− 2, u− 1) =

= U(m− 1, u) + f(m,u− 1) + U(m− 2, u− 1).
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f(m,u) − f(m,u − 1) = U(m − 1, u) + U(m − 2, u − 1). Аналогiчно, f(2u − m + 1, u) − f(2u −
m + 1, u − 1) = U(2u − m,u) + U(2u − m − 1, u − 1). Таким чином, достатньо довести, що
для будь-яких l ≥ 0, 0 ≤ k ≤ 2l − 1 виконано рiвнiсть U(k, l) = U(2l − k − 1, l). Для цього
розглянемо наступне перетворення муслiв: мiж кожними сусiднiми лiтерами У кiлькiсть a ∈
{0, 1, 2} лiтер М замiнимо на 2− a. Якщо в кiнцi слова стоїть лiтера М, приберемо її, якщо нi –
допишемо. (Примiром, слово УММУУУМУМ перетвориться на слово УУММУММУМУ.) Таке
перетворення, як неважко бачити, є взаємно-однозначним вiдображенням мiж мусловами, що
починаються з У та мають k лiтер М i l лiтер У, та мусловами, що починаються з У та мають
2l−k−1 лiтер М i l лiтер У. Отже, потрiбну нам рiвнiсть доведено, а з неї випливає твердження
задачi.

Задача 2.3. (Учасник hippie форума dxdy.ru) Скористаємося таким твердженням: якщо
натуральне число A не є степенем 10, то для будь-якої скiнченної послiдовностi десяткових цифр
знайдеться таке натуральне число p, що десятковий запис Ap починається з цiєї послiдовностi
цифр. Дане твердження неважко довести, використовуючи iррацiональнiсть числа lgA.

Мiркуючи вiд супротивного, припустимо, що послiдовнiсть {an, n ≥ 1} є t-перiодичною,
починаючи з номера N . Нехай число T > N кратне t, тодi aT = a2T = a3T = . . . Враховуючи,
що anT є k-ю цифрою числа (2T )n, одержуємо суперечнiсть iз наведеним твердженням.
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Задача 3.1. (В. Ясiнський) Позначимо основне рiвняння через (∗). Очевидно, що пара (1, 1)
є розв’язком цього рiвняння. Припустимо, що x > 1, тодi й y > 1. Оскiльки функцiя g(t) = t3− t
додатна та зростає при t > 1, то x > y, тобто a = x/y > 1. Запишемо

x3

y3
=
x

y
· x

2

y2
<
x

y
· x

2 − 1

y2 − 1
=
x3 − x
y3 − y

=
5

2
.

Отже, a = x/y ∈ (1, 3
√

5/2). Далi, оскiльки числа x та y взаємно простi, то з рiвняння (∗)
випливає, що x | 5(y2−1), y | 2(x2−1). Звiдси xy | 10(x2−1)(y2−1) = 10(x2y2−(x−y)2−2xy+1),
тому xy | 10 ((x− y)2 − 1). Припустимо, що x − y 6= 1. Тодi xy ≤ 10 ((x− y)2 − 1) < 10(x − y)2,
звiдки a < 10(a−1)2, або 10a2−21a+10 > 0. Це неможливо, оскiльки функцiя h(t) = 10t2−21t+10
вiд’ємна на вiдрiзку [1, 3

√
5/2] (це опукла функцiя, яка набуває вiд’ємних значень в кiнцях

вiдрiзку). Отже, x = y + 1, звiдки, пiдставляючи у рiвняння (∗), одразу маємо x = 4, y = 3.
Вiдповiдь: (1, 1), (4, 3).
Задача 3.2. (Л. Бартольдi) Можна вважати, що Андрiйко залишається на мiстi, а коло

рухається за годинниковою стрiлкою. Тодi за один крок розташування чисел (a0, a1, . . . , an−1)
(Андрiйко стоїть бiля an−1) переходить у розташування (an−1, a0, a1, . . . , an−3, an−2an−1).

Розташуванню n чисел a0, a1, . . . , an−1 по колу зручно спiвставити многочлен f0+ f1x+ · · ·+
fn−1x

n−1, де

fk =

{
0, ak = 1,

1, ak = −1.

Через Mn позначимо множину таких многочленiв, операцiї над ними розумiтимемо за модулем
2. Неважко бачити, що за один крок многочлен f(x) = f0 + f1x + · · · + fn−1x

n−1 переходить у
многочлен fn−1 + f0x + f1x

2 + · · · + fn−3x
n−2 + (fn−2 + fn−1)x

n−1 = xf(x) + (1 + xn−1 + xn)fn−1,
тобто в залишок вiд дiлення xf(x) на 1+xn−1+xn. Тодi твердження задачi виглядає так: якщо
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pn(x)x
k + pn(x) дiлиться на 1+ xn−1 + xn, то p2n−1(x)x

2k−1 + p2n−1(x) дiлиться на 1+ x2
n−1

+ x2
n ,

де pn(x) = 1 + x + x2 + · · · + xn−1. (Нагадаємо, що операцiї виконуються за модулем 2, тому
рiзниця дорiвнює сумi.) Оскiльки многочлени 1 + xn−1 + xn та pn(x) взаємно простi, то перша
умова рiвносильна такiй: 1+xn−1+xn | 1+xk. Очевидно, що достатньо довести, що 1+x2

n−1+
x2

n | 1 + x2
k−1 в M2n−1. Зауважимо, що замiною x → 1/x умова 1 + xl = q(x)(1 + xm−1 + xm)

перетворюється на рiвносильну: 1+ xl = q̂(x)(1+ x+ xm), де q̂(x) = xl−mq(1/x). Отже, потрiбно
довести, що з подiльностi 1 + x+ xn | 1 + xk випливає 1 + x+ x2

n | 1 + x2
k−1.

Розглянемо вiдображення з Mn в M2n−1:

ϕ : f0 + f1x+ f2x
2 + · · ·+ fmx

m 7→ f0x
20 + f1x

21 + f2x
22 + · · ·+ fmx

2m .

Легко бачити, що ϕ(f + g) = ϕ(f) + ϕ(g). Менш очевидним є те, що добуток многочленiв пере-
ходить в композицiю: ϕ(fg) = ϕ(f) ◦ϕ(g), однак цей факт легко перевiрити, використовуючи
те, що (f + g)2 = f 2 + g2 (нагадаємо, що операцiї виконуються за модулем 2). Звiдси маємо, що
кратний xn+xn−1+1 многочлен h(x) = f(x)(1+x+xn) переходить у многочлен f̂(x+x2+x2n),
де f̂ = ϕ(f). Оскiльки x | f̂(x) за означенням вiдображення ϕ, то x + x2 + x2

n | ϕ(h). Зокрема,
маємо x+x2+x2n | ϕ(1+xk) = x+x2

k , звiдки, скорочуючи на x, одержимо 1+x+x2n−1 | 1+x2k−1,
що й потрiбно довести.

Задача 3.3. (Д. Хiлько) Застосуємо полярне перетворення вiдносно ω. Тодi полярами точок
A1 та P є дотичнi до ω у цих точках, а полярою точки S є пряма MN , де M — середина A1B1,
а N — середина A1C1; потрiбно довести, що цi поляри перетинаються в однiй точцi.

Нехай K — середина вiдрiзку A1C1, Q — точка перетину променя A0G1 з колом ω, R — точка
перетину дотичних до ω у точках P та A1. Розглянемо ω0 — коло дев’яти точок трикутника
A1B1C1. Добре вiдомо, що це коло мiстить точкиM ,N ,K, A0 та є гомотетичним колу ω вiдносно
точки G1 з коефiцiєнтом −1/2. При такiй гомотетiї точка A0 переходить у точку Q, а точка
K — в точку A1. Тому A0K ‖ A1Q, i ∠PA0A1 = 90◦ + ∠A1QP . З iншого боку, оскiльки A1R
та PR є дотичними до кола ω, то ∠A1QP = 90◦ − 1

2
∠A1RP . Тому ∠PA0A1 = 180 − 1

2
∠A1RP ,



звiдки з урахуванням рiвностi A1R = PR випливає, що точки A1, A0 та P лежать на колi з
центром в точцi R. Отже, R лежить на серединному перпендикулярi до A1A0, тобто на MN ,
що й потрiбно довести.

4 тур

Задача 4.1. Журi вiдбiркових змагань припустилося помилки, оскiльки вiдомий йому розв’я-
зок задачi виявився невiрним. Як з’ясувалося, твердження задачi все ж таки є правильним, хоча
довести його елементарними методами не вдається, див. статтю [1].

Задача 4.2. (Учасник Dave форума dxdy.ru) Нехай n = kmd+1. Шукане розбиття побудуємо
наступним чином. Щоб визначити, в яку з множин потрапляє число x ∈ {1, 2, . . . , n}, запишемо
x− 1 у виглядi

x− 1 = cmd+1 + x0 + x1m+ x2m
2 + . . .+ xdm

d,

де c ≥ 0 — цiле, xi ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}, i = 0, 1, . . . , d (тобто запишемо залишок вiд дiлення x− 1
на md+1 у системi числення за основою m). Число x вiднесемо до множини Aj, j ∈ {1, 2, . . . ,m},
якщо x0 + x1 + · · · + xd = j (mod m). Доведемо, що таке розбиття задовольняє умову задачi.
Очевидно, що достатньо довести твердження для многочленiв P (x) = xt, t = 0, 1, 2, . . . , d.

Запишемо

S(Aj) =
k−1∑
c=0

∑j
(1 + cmd+1 + x0 + x1m+ x2m

2 + . . .+ xdm
d)t,

де
∑j означає суму за всiма наборами x0, . . . , xd чисел з множини {0, 1, . . . ,m− 1}, такими що

x0 + x1 + · · · + xd = j (mod m). Доведемо, що внутрiшня сума не залежить вiд j. Позначивши
z = 1 + cmd+1, перепишемо її, розкривши дужки:∑j

(z + x0 + x1m+ x2m
2 + . . .+ xdm

d)t =
∑d t!

u!t0!t1! . . . td!
zumt1+2t2+···+dtd

∑j
xt00 x

t1
1 · · ·x

td
d ,

де
∑d означає суму за всiма такими наборами невiд’ємних цiлих чисел u, t0, . . . , td, що u+ t0 +

t1 + · · · + td = t. Оскiльки t0 + t1 + · · · + td ≤ t < d + 1, то серед чисел t0, t1, . . . , td хоча б одне
рiвне нулю. Нехай для визначеностi t0 = 0, тодi

∑j
xt00 x

t1
1 · · ·x

td
d =

∑j
xt11 · · ·x

td
d =

m−1∑
x1,x2,...,xd=0

xt11 · · ·x
td
d ,

адже для довiльного набору x1, . . . , xd чисел з множини {0, 1, . . . ,m− 1} знайдеться рiвно одне
число x0 ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}, для якого x0 + x1 + · · ·+ xd = j (mod m). Остання сума, очевидно,
не залежить вiд j, що й потрiбно довести.

Задача 4.3. (Д. Волошин) Нам дано нерiвностi

1 + 2abc ≥ a2 + b2 + c2,

1 + 2xyz ≥ x2 + y2 + z2,
(2)

а потрiбно довести, що
1 + 2abcxyz ≥ a2x2 + b2y2 + c2z2. (3)

http://dxdy.ru


Одразу помiтимо, що можна вважати всi числа невiд’ємними. Дiйсно, якщо abcxyz ≥ 0, то при
переходi до модулiв нерiвнiсть (3) не змiнюється, а нерiвностi (2) можуть лише посилитися.
Якщо ж abcxyz < 0, то або abc < 0, або xyz < 0; без обмеження загальностi можна припустити
перше, тодi

1 + 2abcxyz ≥ 1 + 2abc ≥ a2 + b2 + c2 ≥ a2x2 + b2y2 + c2z2.

Далi, без обмеження загальностi можна припустити, що a ≤ b ≤ c. Нерiвностi (2) та лiва ча-
стина (3) не змiнюються вiд перестановки чисел x, y, z. З нерiвностi для впорядкованих наборiв
випливає, що права частина (3) є максимальною при x ≤ y ≤ z, отже, достатньо довести
твердження лише у цьому випадку.

Розв’язуючи нерiвнiсть (3) як квадратну вiдносно cz, одержуємо рiвносильну нерiвнiсть

abxy −
√

(1− a2x2)(1− b2y2) ≤ cz ≤ abxy +
√

(1− a2x2)(1− b2y2)

Лiва нерiвнiсть є очевидною, оскiльки cz ≥ ax ≥ abxy. Доведемо праву нерiвнiсть. Розв’язуючи
нерiвностi (2) як квадратнi вiдносно c та z, одержимо

c ≤ ab+
√
(1− a2)(1− b2),

z ≤ xy +
√

(1− x2)(1− y2).

Отже, достатньо показати, що(
ab+

√
(1− a2)(1− b2)

)(
xy +

√
(1− x2)(1− y2)

)
≤ abxy +

√
(1− a2x2)(1− b2y2). (4)

Припустимо, що якесь з чисел a, b, x, y дорiвнює 1. З урахуванням того, що a ≤ b та x ≤ y,
достатньо розглянути випадок b = 1 (випадок y = 1 є аналогiчним). Нерiвнiсть (4) перетворю-
ється на

ab
√

(1− x2)(1− y2) ≤
√

(1− a2x2)(1− y2),

яка є очевидною, оскiльки ab ≤ 1, 1− a2x2 ≥ 1− x2.
Припустимо тепер, що жодне з цих чисел не дорiвнює 1. Розкривши дужки в лiвiй частинi

i роздiливши на
√

(1− a2)(1− b2)(1− x2)(1− y2), одержимо пiсля простих перетворень рiвно-
сильну нерiвнiсть

1 + AB +XY ≤
√

(1 + A2 +X2)(1 +B2 + Y 2),

де

A =
a√

1− a2
, B =

b√
1− b2

, X =
x√

1− x2
, Y =

y√
1− y2

;

остання нерiвнiсть є частковим випадком нерiвностi Кошi–Буняковського.
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