
Â ýòîì äîìàøíåì çàäàíèè çàäà÷è íà ðåêêóðåíòíî çàäàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ñíà÷àëà íåñêîëüêî ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîäóìàéòå, êàê äëÿ èõ ðåøåíèÿ

èñïîëüçîâàòü ëèíåéíûå ðåêêóðåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äàëåå N �ìíîæåñòâî íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë è N0 = N ∪ {0}.
Çàäà÷à 1. Íàéòè âñå f : N → N òàêèå, ÷òî f(f(n)) + f(n) = 2n+ 3.
Çàäà÷à 2. Íàéòè âñå f : N → N òàêèå, ÷òî f(f(f(n))) + f(f(n)) + f(n) = 3n.
Çàäà÷à 3. Íàéòè âñå f : N → N òàêèå, ÷òî f (19)(n) + 97f(n) = 98n+ 232.
Çàäà÷à 4. Íàéòè âñå f : N → N òàêèå, ÷òî f(f(f(n)))+6f(n) = 3f(f(n))+4n+2001.
Çàäà÷à 5. Íàéòè âñå f : N0 → N0 òàêèå, ÷òî f(f(n)) + f(n) = 2n+ 6.
Çàäà÷à 6. Íàéòè âñå f : N → N òàêèå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n âåëè÷èíà f(f(n)) + f(n)

ðàâíà 2n+ 2001 èëè 2n+ 2002.
Äàëåå íåñêîëüêî çàäà÷ î äèñêðåòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ.
Çàäà÷à 7. Íà áåñêîíå÷íîì êëåò÷àòîì ëèñòêå áóìàãè ïðîâåäåíà ãîðèçîíòàëüíàÿ

ïðÿìàÿ âäîëü ëèíèè ñåòêè. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü â êëåòêàõ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùèå åäèíèöû, òàê, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëèñü 2 óñëîâèÿ:

(1) Â êàæäîì (áåñêîíå÷íîì) ñòîëáöå âñå ÷èñëà ðàçëè÷íû.
(2) ÷èñëî, ñòîÿùåå â ëþáîé êëåòêå, íå ëåæàùåé íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè, ðàâíî

ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ÷åòûð¼õ ñâîèõ ñîñåäåé.

À ìîæíî ëè ðàññòàâèòü ÷èñëà òàê, ÷òîáû âìåñòî óñëîâèÿ 1 áûëî âûïîëíåíî áîëåå
ñèëüíîå: êàæäîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå äâóõ ðàç ?
Çàäà÷à 8. Ôóíêöèÿ f : Z2 → R íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé,

åñëè äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Z2 âûïîëíåíî 4f(x, y) = f(x, y + 1) + f(x, y − 1) + f(x− 1, y) +
f(x + 1, y). Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèè (ax + b)(cy + d), x2 − y2 ãàðìîíè÷íû. Äîêàæèòå
òåîðåìó Ëèóâèëëÿ: åñëè ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà (ò.å. |f(x, y)| 6 K), òî
îíà ïîñòîÿííà.
Çàäà÷à 9. Ñóùåñòâóåò ëè íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí P (x, y) òàêîé, ÷òî f(x, y) = (x2 +

y2)P (x, y) áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé íà Z2 ?
Ñëåäóþùèå çàäà÷è î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ â òåîðèè ÷èñåë.
Çàäà÷à 10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an, n > 0 çàäàíà òàê: a0 = 39, a1 = 45 è an+2 =

a2n+1 − an ïðè n > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n äëÿ
êîòîðûõ an äåëèòñÿ íà 1986.
Çàäà÷à 11. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an, n > 0 îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì an = 2n+3n+7n+

42n− 1. Íàéòè âñå ïðîñòûå p äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ
n òàêèõ, ÷òî an äåëèòñÿ íà p.
Çàäà÷à 12.Ïóñòüm�ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, n >

0 îïðåäåëåíà òàê: xk = 2k, k = 0, 1, 2, . . . ,m−1 è xk+m = xk+m−1+xk+m−2+ . . .+xk ïðè
k > 0 (ò.å. êàæäûé ñëåäóþùèé ÿâëÿåòñÿ ñóììîé m ïðåäûäóùèõ). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
êàæäîãî íàòóðàëüíîãî d â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn íàéäóòñÿ m − 1 ïîñëåäîâàòåëüíûõ
÷ëåíîâ, äåëÿùèõñÿ íà d.
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