
Êîìïàêòíiñòü

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊂ X ìîæíà âèçíà÷èòè äiàìåòð
A ÿê diam(A) = sup{x,y}⊂X d(x, y).

Îçíà÷åííÿ 1. Íàáið âiäêðèòèõ ìíîæèí C = {Uα ⊂ X : α ∈ I} íàçèâà¹òüñÿ ïîêðèòòòÿì ìíîæè-
íè A ⊂ X, ÿêùî

A ⊂
⋃
α∈I

Uα.

Ñiì'ÿ C ′ ⊂ C íàçèâà¹òüñÿ ïiäïîêðèòòÿì C, ÿêùî îá'¹äíàííÿ åëåìåíòiâ ç C ′ ÿê i ðàíiøå ìiñòèòü
A.

Íàïðèêëàä, {[x− 1/2, x+1/2] : x ∈ [0, 1]} ¹ ïîêðèòòÿì [0, 1], à {[−1/2, 1/2], [0, 1], [1/2, 3/2]}
¹ ïiäïîêðèòòÿì.

Îçíà÷åííÿ 2. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d) íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíèì, ÿêùî â äîâiëüíîìó éîãî ïî-
êðèòòi ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ. Ìíîæèíà A ⊂ X ¹ êîìïàêòíîþ (X íå îáîâ'ÿçêîâî
ìà¹ áóòè êîìïàêòíèì), ÿêùî â äîâiëüíîìó ïîêðèòòi A ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ.

Çàäà÷à 1. Äàíî íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü âêëàäåíèõ çàìêíåíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ìå-
òðè÷íîãî êîìïàêòó (X, d) {Fi}∞i=1 (Fi+1 ⊂ Fi äëÿ êîæíîãî i). Äîâåäiòü, ùî

∞⋂
i=1

Fi 6= ∅.

Ñêiëüêè åëåìåíòiâ â öüîìó ïåðåòèíi, ÿêùî diam Fi → 0, n→ +∞?

Çàäà÷à 2. Äîâåäiòü, ùî çàìêíåíà ïiäìíîæèíà êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó ¹ êîìïàêòíîþ.

Çàäà÷à 3. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî (X, d)� êîìïàêò, òî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ìîæíà çíàéòè ñêií÷åííó
ìíîæèíó E ⊂ X òàêó, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X miny∈E d(x, y) < ε.

Òåîðåìà 1. Íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

1. (X, d) ¹ êîìïàêòíèì;

2. ç äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê (X, d) ìîæíà âèáðàòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.

Çàäà÷à 4. Íåõàé (X1, d1), X2, d2 � äâà êîìïàêòíi ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Íà ìíîæèíi X1 × X2

îçíà÷èìî ìåòðèêó d çà ïðàâèëîì: äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x = (x1, x2), y = (y1, y2) d(x, y) =
d1(x1, y1) + d(x2, y2). Çãàäàéòå, ùî d � ìåòðèêà i äîâåäiòü, ùî (X1 ×X2, d) � êîìïàêò.

Çàäà÷à 5. Äîâåäiòü, ùî ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó Rn ¹ êîìïàêòíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà
çàìêíåíà i îáìåæåíà.

Çàäà÷à 6. Äàíî êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d). Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ f : X → R äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìóìó i ìiíiìóìó.

Çàäà÷à 7. Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, F ⊂ X � êîìïàêò i x ∈ X. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹
z ∈ A òàêà, ùî d(x, z) = miny∈A d(x, y).

Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé (X, d1), (Y, d2) � äâà ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçè-
âà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ
x, y ∈ X ç d1(x, y) < δ âèêîíó¹òüñÿ d2(f(x), f(y)) < ε.

Çàäà÷à 8. Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ i íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ ç îäíîãî
â iíøå, ÿêå ¹ íåïåðåðâíèì, àëå íå ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì.

Òåîðåìà 2. Äîâåäiòü, ùî áóäü-ÿêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå íà êîìïàêòi, ðiâíîìiðíî
íåïåðåðâíå íà íüîìó.



Äîäîìó

Çàäà÷à 1. Äîâåäiòü åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííÿ êîìïàêòó: ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d) � êîìïàêò òîäi
i ëèøå òîäi êîëè ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ñiì'¨ çàìêíåíèõ ìíîæèí ç âëàñòèâiñòþ ñêií÷åííîãî ïåðåòèíó
íåïîðîæíié.

Ñiì'ÿ ìíîæèí {Aα, α ∈ I} ìà¹ âëàñòèâiñòü ñêií÷åííîãî ïåðåòèíó, ÿêùî äîâiëüíèé ñêií÷åííèé
íàáið öèõ ìíîæèí (Aα1 , Aα2 , . . . Aαn) ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Çàäà÷à 2. Äàíî äâà ìåòðè÷íi ïðîñòîðè (X, d1), (Y, d2), ïðè÷îìó X � êîìïàêò. Íåõàé f : X → Y
� íåïåðåðâíå. Äîâåäiòü, ùî f(X) ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ Y .

Çàäà÷à 3. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî (X, d) � êîìïàêò, òî iñíóþòü äâi òî÷êè x, y ∈ X òàêi ùî d(x, y) =
diam X.

Çàäà÷à 4. (×èñëî Ëåáåãà) Íåõàé C � ÿêåñü âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ìåòðè÷íîãî êîìïàêòó (X, d).
Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî δ > 0, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X çíàéäåòüñÿ åëåìåíò U ∈ C
òàêèé, ùî B(x, δ) ⊂ U .


