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Ãðàô çàäà¼òñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê è ìíîæåñòâîì îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè. Òî÷êè íàçûâàþò
âåðøèíàìè, à îòðåçêè íàçûâàþò ð¼áðàìè. Ïðèìåðû ãðàôîâ: íåñêîëüêî òî÷åê (ìíîæåñòâî îòðåçêîâ �
ïóñòî); ïàðà òî÷åê, ñîåäèí¼ííûõ îòðåçêîì; è òàê äàëåå. Ñòåïåíüþ âåðøèíû ãðàôà íàçûâàþò ÷èñëî
ð¼áåð, êîòîðûå âûõîäÿò èç ýòîé âåðøèíû.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ìîæíî äîáðàòüñÿ èç ëþáîé âåðøèíû â ëþáóþ, ïðîõîäÿ ïî ð¼áðàì.
Öèêëîì íàçûâàåòñÿ ïóòü â ãðàôå, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ â îäíîé âåðøèíå, ïðè÷åì

ïðîõîäèò ïî ðàçíûì ð¼áðàì (ïóòü èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 2 è íàçàä íå ÿâëÿåòñÿ öèêëîì). Ñâÿçíûé
ãðàô áåç öèêëîâ íàçûâàåòñÿ äåðåâîì.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè êàæäàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ êàæäîé äðóãîé.

1. Äàí ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî çàíóìåðîâàíû îò 1 äî n. Ïóñòü ñòåïåíü ïåðâîé âåðøèíû � d1,
âòîðîé � d2, ..., n-îé � dn. Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ãðàôå ðàâíî (d1 + · · ·+ dn)/2.

2. Ìîæåò ëè ñóùåñòâîâàòü ãðàô íà íå÷¼òíîì êîëè÷åñòâå âåðøèí, ó êîòîðîãî ñòåïåíü êàæäîé âåð-
øèíû � íå÷¼òíàÿ?

3. Ìîæåò ëè â ñòðàíå, ãäå èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäèò ïî òðè äîðîãè, áûòü 100 äîðîã.

4. Â êîìïàíèè 7 ÷åëîâåê. Èçâåñòíî, ÷òî ó êàæäîãî ÷åëîâåêà â êîìïàíèè íå ìåíåå òð¼õ ðîäñòâåííè-
êîâ ñðåäè îñòàëüíûõ. Äîêàçàòü, ÷òî âñå ñåìåðî � ðîäñòâåííèêè.

5. Äàí ñâÿçíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ. Äîêàçàòü, ÷òî â í¼ì íå ìåíåå n − 1 ðåáðî, à åñëè ãðàô �
äåðåâî, òî ð¼áåð ðîâíî n− 1.

6. Â êëàññå áîëüøå 30, íî ìåíüøå 40 ÷åëîâåê. Êàæäûé ìàëü÷èê äðóæèò ñ òðåìÿ äåâî÷êàìè, à
êàæäàÿ äåâî÷êà � ñ ïÿòüþ ìàëü÷èêàìè. Ñêîëüêî ÷åëîâåê â êëàññå?

7. Â êëàññå ó÷àòñÿ 30 øêîëüíèêîâ, ïðè÷åì èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé äðóæèò ñ íå ìåíåå 14 îäíîêëàñ-
ñíèêàìè. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ ÷åòûðå ó÷åíèêà, êîòîðûå âñå ìåæäó ñîáîé äðóæàò.

8. Êàæäîå èç ð¼áåð ïîëíîãî ãðàôà ñ 6 âåðøèíàìè ïîêðàøåíî â îäèí èç äâóõ öâåòîâ. Äîêàæèòå,
÷òî åñòü òðè âåðøèíû, âñå ð¼áðà ìåæäó êîòîðûìè � îäíîãî öâåòà.

9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãðàô � äåðåâî, òî â í¼ì íàéä¼òñÿ âåðøèíà ñî ñòåïåíüþ 1.

10. Êàêèå-òî äâå êîìàíäû íàáðàëè â êðóãîâîì (êàæäàÿ êîìàíäà ñûãðàëà ñ êàæäîé ðîâíî îäèí ðàç)
òóðíèðå îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òðè êîìàíäû, ÷òî ïåðâàÿ âûèãðàëà ó
âòîðîé, âòîðàÿ âûèãðàëà ó òðåòüåé, à òðåòüÿ âûèãðàëà ó ïåðâîé.

11. Èç ïîëíîãî 100-âåðøèííîãî ãðàôà âûêèíóëè 98 ðåáåð. Äîêàçàòü, ÷òî îí îñòàëñÿ ñâÿçíûì.

12. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ãðàô íà 2n âåðøèíàõ ó êîòîðîãî ñòåïåíè âåðøèí òàêèå: 1, 1, 2, 2, . . . , n, n.
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