
Äèíàìi÷íi ñèñòåìè

Äèñêðåòíîþ äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (X,T ), äå X � êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé
ïðîñòið (ÿêèé äèíàìiñòè íàçèâàþòü ôàçîâèì), à T � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ç X â ñåáå.
Äèíàìiñòiâ öiêàâèòü òå, ÿê ñèñòåìà çìiíþ¹òüñÿ iç ïëèíîì ÷àñó, òîáòî ÿê ñåáå ïîâîäÿòü òî÷êè i
ìíîæèíè ïiä äi¹þ iòåðàöié T .

Â äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ n-òà iòåðàöiÿ ôóíêöi¨ ïîçíà÷à¹òüñÿ T n, òîáòî
T nx = T (T (T . . . T (Tx) . . . )).
Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ ïîçèòèâíî-iíâàðiàíòíîþ, ÿêùî TA ⊂ A. Îðáiòà òî÷êè x � ïîñëi-

äîâíiñòü îáðàçiâ òî÷êè x ïiä äi¹þ iòåðàöié T , òîáòî OrbT (x) = {x, Tx, T 2x, . . . }. Îìåãà-ãðàíè÷íà
ìíîæèíà òî÷êè x (ïîçíà÷à¹òüñÿ ωT (x)) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà âñiõ òî÷îê z, äëÿ ÿêèõ iñíó¹
ñòðîãî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü kn, n→ +∞ òàêà, ùî T knx→ z.

Çàäà÷à 1. Äîâåäiòü, ùî ωT (x) i OrbT (x) ¹ çàìêíåíèìè ïîçèòèâíî-iíâàðiàíòíèìè ìíîæèíàìè.

Çàäà÷à 2. Ïîðiâíÿéòå ωT (x) i OrbT (x). Äîâåäiòü, ùî ωT (x) ⊂ OrbT (x). ×è ïðàâèëüíå îáåðíåíå
âêëàäåííÿ?

Òî÷êà x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ òðàíçèòèâíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî íåïîðîæíüîãî
U ⊂ X iñíó¹ n ∈ N ∪ {0} òàêå, ùî T nx ∈ U . Ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ òðàíçèòèâíîþ, ÿêùî âîíà
ìiñòèòü õî÷à á îäíó òðàíçèòèâíó òî÷êó.

Íåõàé X = {0, 1}Z+ , à T = σ âèçíà÷åíî çà ôîðìóëîþ

x = {xi}∞i=0 7→ σx = {xi+1}∞i=0.

Íàäàìî {0, 1}Z+ ñòðóòóðè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó. Íåõàé x = x0x1x2 . . . , y = y0y1y2 . . . . Âèçíà-
÷èìî

d(x, y) =
1

1 + min{k : xk 6= yk}
.

Çàäà÷à 3. Äîâåäiòü, ùî d � ìåòðèêà, (X, d) � êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, à σ íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ ç X â ñåáå. Ïîäóìàéòå ïðî "ãåîìåòðè÷íó" áóäîâó öüîãî ïðîñòîðó.

Îòæå, îòðèìàëè ñèìâîëüíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó (Σ, σ), ÿêó íàçèâàþòü full shift. Êîæíà òî÷êà
öi¹¨ ñèñòåìè ¹ ïîñëiäîâíiñòþ íóëiâ àáî îäèíèöü. Ñëîâíè÷îê: öèôðè 0 òà 1 íàçèâàþòüñÿ ñèìâîëàìè
àáî áóêâàìè, à ñêií÷åííi ïîñëiäîâíîñòi íóëiâ àáî îäèíèöü � áëîêàìè àáî ñëîâàìè.

Çàäà÷à 4. Ñêiëüêè òî÷îê â ìíîæèíi σ−1(x)? Íàçâiòü ôiêñîâàíi i ïåðiîäè÷íi òî÷êè ñèñòåìè
(Σ, σ). Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà òðàíçèòèâíèõ òî÷îê (Σ, σ) ùiëüíà.

Çàäà÷à 5. Íåõàé x, z ∈ Σ. Äîâåäiòü, ùî z ∈ ωT (x) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äîâiëüíèé ïî÷àòêî-
âèé áëîê z ìîæíà çíàéòè â x. Çíàéäiòü ωT (x), äå x ∈ Σ ç xi = 1, ÿêùî i = 10k äëÿ ÿêîãîñü
íàòóðàëüíîãî k.

Íåõàé A çàìêíåíà, ïîçèòèâíî-iíâàðiàíòíà ïiäìíîæèíà Σ. Ðîçãëÿíåìî îáìåæåííÿ σ íà A.
Çðîçóìiëî, ùî (A, σ|A) � çíîâó äèíàìi÷íà ñèñòåìà. Òàêi ñèñòåìè íàçèâàþòü subshiftàìè. Çðî-
çóìiëî, ùî (ωT (x), σ|ωT (x)) i (OrbT (x), σ|OrbT (x)) ¹ subshiftàìè.

Ïîïóëÿðíèé êëàñ subshiftiâ � subshiftè ñêií÷åííîãî òèïó (SFT). Íåõàé {w1, . . . , wk} � äåÿêèé
ñêií÷åííèé íàáið ñëiâ. Âèçíà÷èìî X ⊂ Σ ÿê ìíîæèíó âñiõ x òàêèõ, ùî æîäíå ç ñëiâ wi íå ìîæíà
çíàéòè â çàïèñi x.

Çàäà÷à 6. Äîâåäiòü, ùî ôàçîâèé ïðîñòið subshiftà ñêií÷åííîãî òèïó � ïîçèòèâíî-iíâàðiàíòíà,
çàìêíåíà ìíîæèíà, òîáòî ùî subshift ñïðàâäi âèçíà÷åíî êîðåêòíî.

Çàäà÷à 7. Äîâåäiòü, ùî â êîæíîìó íåïîðîæíüîìó SFT çíàéäåòüñÿ ïåðiîäè÷íà òî÷êà.

Íåõàé (X,T ) � äèíàìi÷íà ñèñòåìà. (X,T ) íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíîþ, ÿêùî íå iñíó¹ çàìêíå-
íîãî ïîçèòèâíî-iíâàðiàíòíîãî íåïîðîæíüîãî A ⊂ X òàêîãî, ùî A 6= X.

Çàäà÷à 8. ×è ¹ (Σ, σ) ìiíiìàëüíîþ? ×è ìîæå ñèñòåìà ç âiäðiçêîì [0, 1] â ÿêîñòi ôàçîâîãî ïðî-
ñòîðó áóòè ìiíiìàëüíîþ?

Çàäà÷à 9. Äîâåäiòü, ùî ñèñòåìà ìiíiìàëüíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæíà òî÷êà òðàíçèòèâíà.
Çðîçóìiòè, ùî iððàöiîíàëüíèé ïîâîðîò êîëà ¹ ìiíiìàëüíîþ ñèñòåìîþ.

Çàäà÷à 10. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ ìiíiìàëüíèé subshift.



Äîäîìó

Çàäà÷à 1. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê (Σ, σ) ¹ ùiëüíîþ. (Ùiëüíîþ íàçèâà¹òüñÿ
òàêà ìíîæèíà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, ùî ¨¨ çàìèêàííÿ äîðiâíþ¹ âñüîìó ïðîñòîðó.)

Çàäà÷à 2. Íåõàé P ⊂ N. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ Λ = {x ∈ Σ : xi = xj = 1 =⇒ |i − j| ∈ P} (òîáòî
ìíîæèíà âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé íóëiâ i îäèíèöü òàêèõ, ùî ÿêùî íà ìiñöÿõ i, j ñòîÿòü îäèíè÷êè, òî
|i − j| ∈ P ). Äîâåäiòü, ùî Λ çàìêíåíà, ïîçèòèâíî-iíâàðiàíòíà ïiäìíîæèíà Σ. Ó âèïàäêó, ÿêùî
P = {10k + s : k ∈ N, 1 ≤ s ≤ k} = {11, 101, 102, 1001, 1002, 1003, . . . , } äîâåäiòü òðàíèçèòèâíiñòü
âiäïîâiäíîãî subshiftà (Λ, σ|Λ).

Çàäà÷à 3. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî ñèñòåìà (X,T ) ¹ òðàíçèòèâíîþ, òî T � ñþð'¹êòèâíå.

Çàäà÷à 4. (Òîïîëîãi÷íà åíòðîïiÿ) Äàíî äèíàìi÷íó ñèñòåìó (X,T ) (ïðîñòið X íàäiëåíèé ìåòðè-
êîþ d.) Äëÿ n ∈ N, ε > 0 ìíîæèíà E ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ (n, ε)-ðîçäiëåíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ
ðiçíèõ x, y ∈ E iñíó¹ 0 ≤ i ≤ n − 1 òàêå, ùî d(T ix, T iy) > ε. Íåõàé S(n, ε) � íàéáiëüøà ìîæëè-
âà êiëüêiñòü òî÷îê â (n, ε)-ðîçäiëåíié ìíîæèíi. Òîïîëîãi÷íà åíòðîïiÿ ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ

h(T ) = sup
ε>0

lim sup
n→+∞

1

n
log2 S(n, ε).

Çíàéäiòü åíòðîïiþ (Σ, σ).


