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Районна олiмпiада

Умови та розв’язки по усiх класах

6 клас

1. Розставити мiж деякими з цифр 1111111 знаки ′′+′′ ′′−′′ таким чином, щоб вийшов
вираз з сумою 100.

Вiдповiдь: так, можна.
Розв’язання.

111− 11 + 1− 1 = 100

2. Знайдiть принаймнi одне число, вигляду 0, abc, де a, b, c цифри, яке має таку власти-
вiсть. Якщо це число округлити до сотих, потiм помножити на 2 та знову округлити до
цiлих одержимо число 1. А якщо число 0, abc спочатку округлити до десятих, помножити
на 2 i знову округлити до цiлих, то одержимо число 0.

Вiдповiдь: наприклад, число 0,249.
Розв’язання. Якщо зробити першi дiї за першим варiантом округлення, то маємо

0, 249→ 0, 25→ 0, 5→ 1.

Якщо за другим, то
0, 249→ 0, 2→ 0, 4→ 0.

3. Знайти 6 рiзних прямокутникiв однакової площi, у кожного з яких сторони задаю-
ться цiлим числом сантиметрiв, при цьому не можна знайти сьомий прямокутник, який
задовольняє цi умови, тобто вiдмiнний вiд 6 знайдених, має сторони, що задаються цiлим
числом сантиметрiв i площу, однакову iз заданими.

Вiдповiдь: потрiбних прикладiв багато, наприклад, прямокутники з такими розмi-
рами: 1× 72, 2× 36, 3× 24, 4× 18, 6× 12, 8× 9.

Розв’язання. Зрозумiло, що площу 72 бiльше не може мати жоден подiбний вiд
перелiчених прямокутник. I взагалi, достатньо знайти число, яке має рiвно 12 рiзних цiлих
дiльникiв, одним з таких є число 72.

4. Магiчним квадратом четвертого порядку називається квадрат 4×4, який заповнений
рiзними числами, при цьому рiвними є суми чисел у кожного рядку, стовпчику та великих
дiагоналях. Олеся хоче скласти такий квадрат, розмiстивши у ньому числа 1, 2, . . . , 16.
Вона почала з того, що помiстила число 1 у лiвий верхнiй кут, а числа 2 i 3 поруч з ним у
сусiдньому рядку та стовпчику. Як iй треба далi розмiстити решту чисел, щоб одержати
магiчний квадрат?

Вiдповiдь: вона не зможе далi його заповнити.
Розв’язання. Оскiльки сума усiх чисел дорiвнює 1 + 2 + . . . + 16 = 136, то сума у

кожному рядку, стовпчику дорiвнює 1
4
· 136 = 34. Тобто, у рядку з 1 та 2 треба розмiстити

2 числа з сумою 31, тобто це можуть бути лише числа 15 та 16. У стовпчику з 1 та
3 повинно бути 2 числа з сумою 30, це можуть бути лише числа 14 та 16, але 16 вже
треба використати у рядку з 1 та 2, таким чином побудови магiчного квадрату четвертого
порядку досягти не вдасться.

7 клас

1. Три дробi записани поруч: 5
32

11
32

15
32
. Чи можна перед першим дробом, мiж ними,

та вкiнцi третього дробу розставити знаки чотирьох арифметичних дiй ′′+′′,′′−′′,′′ ·′′,′′ :′′, а
також дужки таким чином, щоб значення одержаного виразу стало бiльшим, нiж 1?

Вiдповiдь: так, можна.
Розв’язання. Наприклад знаки та дужки можна розставити таким чином:

− 5

32
:

(
11

32
− 15

32

)
=

5

4
> 1.
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2. Знайдiть 5 послiдовних трицифрових числа, перше з яких дiлиться на 2, друге – на
3, третє – на 4, четверте дiлиться на 5, i п’яте дiлиться на 6.

Вiдповiдь: наприклад, числа 722, 723, 724, 725, 726.
Розв’язання. Умову задовольняють послiдовнi числа 2, 3, 4, 5 та 6, але, нажаль, вони

не є трицифровими. Якщо обчислити число 2 · 3 · 4 · 5 · 6 = 720, то умову задовольняють
числа 720 + 2, 720 + 3, 720 + 4, 720 + 5, 720 + 6.

3. Вiдмiнники Леся та Андрiйко протягом семестру одержали з математики лише оцiн-
ки ”12”, ”11” та ”10”. Разом усiх оцiнок на двох вони одержали 51, причому 4

9
вiд усiх

Лесиних оцiнок склали оцiнки ”12”, а 3
8
усiх Андрiйкових оцiнок були оцiнки ”11”. Чому

дорiвнює середнє арифметичне усiх оцiнок Лесi, якщо вiдомо, що оцiнок ”12” та ”11” у
Лесi та Андрiйка однакова кiлькiсть?

Вiдповiдь: 101
9
.

Розв’язання. З умови випливає, що кiлькiсть оцiнок у Лесi складає 9n, а у Андрiйка
– 8k, де n, k – цiлi невiд’ємнi числа. Тодi iз умови на загальну кiлькiсть оцiнок маємо
рiвняння 9n + 8k = 51. Простим перебором знаходимо, що це рiвняння задовольняють
лише числа n = 3, k = 3. Тобто, у Лесi було 27 вiдмiнних оцiнок, а у Андрiйка – 24. Тодi
у Лесi та Андрiйка по 4

9
· 27 = 12 оцiнок ”12” та по 3

8
· 24 = 9 оцiнок ”11”. Таким чином у

Лесi разом 27 оцiнок, серед яких 12 оцiнок ”12” та 9 оцiнок ”11”, тобто оцiнок ”10” у неї
рiвно 6. Зазначимо, що у Андрiйка оцiнок ”10” рiвно 3. Таким чином середнiй бал у Лесi
з математики складає 12·12+9·11+6·10

27
= 303

27
= 101

9
.

4. Знайти 3 рiзних прямокутних паралелепiпеди однакового об’єму, у кожного з яких
сторони задаються цiлим числом сантиметрiв i усi цi числа є попарно рiзними, при цьому
не можна знайти четвертий прямокутний паралелепiпед, який задовольняє цi умови, тобто
має однаковий об’єм з трьома попереднiми та має сторони, що задаються цiлим числом
сантиметрiв, i цi числа попарно рiзнi та не спiвпадають iз сторонами ранiше знайдених
паралелепiпедiв.

Вiдповiдь: потрiбних прикладiв багато, наприклад, прямокутнi паралелепiпеди з
такими розмiрами: 1× 16× 24, 2× 6× 32, 4× 8× 12.

Розв’язання. Такий самий об’єм 384 бiльше не може мати жоден подiбний вiд пере-
лiчених прямокутний паралелепiпед, оскiльки, якщо виписати усi дiльники цього числа:

1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 32, 48, 64, 96, 128, 192, 384,

то легко побачити, що найменшi невикористанi з них у наведенiй вiдповiдi – це 3, 48 та
64, але вже їх добуток бiльший вiд потрiбного об’єму.

5. Чи можна пiдiбрати 2010 цiлих чисел добуток яких дорiвнює 2, а сума дорiвнює
нулю?

Вiдповiдь: не можна.
Розв’язання. Очевидно, що цi числа повиннi утворювати такий набiр – одне число

дорiвнює ±2, а решта 2009 чисел – це ±1, бо iнакше одержати добуток 2 неможливо.
Але тепер зрозумiло, що сума подiбних чисел завжди непарна, оскiльки в неї входять
рiвно одне парне та 2009 непарних. Оскiльки 0 – парне число, то звiдси випливає наведена
вiдповiдь.

8 клас

1. Чи можна пiдiбрати 2010 цiлих чисел добуток яких дорiвнює 4, а сума дорiвнює
нулю?

Вiдповiдь: так, можна.
Розв’язання. Наприклад такi числа: 1002 числа 1, 1006 чисел −1, а також два

числа 2.
2. Дiйснi числа a, b, c задовольняють умову:

(2b− a)2 + (2b− c)2 = 2(2b2 − ac).
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Доведiть, що число b є середнiм арифметичним чисел a i c.
Розв’язання. Перенесемо усе в лiву частину, розкриємо усi дужки та зведемо подiбнi,

тодi одержимо такий вираз:

4b2 − 4ba− 4bc+ a2 + 2ac+ c2 = 0,

далi перетвореннями одержимо потрiбне:

4b2 − 4b(a+ c) + (a+ c)2 = 0,

(2b− (a+ c))2 = 0 ⇒ b =
a+ c

2
,

oщо й треба було довести.
3. Знайти усi такi простi числа p, для яких iснують рiзнi двоцифровi числа ab та ba,

кожне з яких дiлиться на p.
Вiдповiдь: 2 та 3.
Розв’язання. Без обмеження загальностi будемо вважати, що ab > ba, крiм того,

жодна з цифр не дорiвнює нулевi, оскiльки обидва числа – двоцифровi та вони рiзнi, бо
заданi числа - рiзнi за умовою. Розглянемо рiзницю ab−ba = (10a+b)−(10b+a) = 9(a−b),
яка також повинна дiлитись на p. Оскiльки a− b ≤ 8, то можливi варiанти для простого
числа p такi: 2, 3, 5, 7. Для випадку 2 i 3 легко пiдiбрати вiдповiднi числа: наприклад 24
та 36.

p = 5 не може бути, оскiльки воно повинно закiнчувати на 0 та 5, але 0 не може бути
серед цифр a, b, крiм того обидвi цифри рiзнi. Тобто число 55 бути не може вiдповiддю.

p = 7 повинно дiлити число 9(a − b), тобто число (a − b), але для цього є лише двi
можливостi ab = 81 або ab = 92. Жодне з них умовi кратностi 7 не задовольняє, тому це
числа також не пiдходить.

4. У опуклому чотирикутнику ABCD дiагоналi перетинаються в точцi O. Вiдомо, що
трикутники ABC i ABD мають однаковi периметри. Також однаковi периметри мають
трикутники ACD та BCD. Доведiть, що вiдрiзки AO та BO рiвнi.

Розв’язання. Якщо записати рiвностi, що випливають з рiвностi периметрiв, то ма-
тимемо, що

AB + AC + CB = AB +BD +DA AC + CD +DA = BC + CD +DB,

AC + CB = BD +DA AC +DA = BC +DB,

якщо вiдняти цi рiвностi, то будемо мати, що CB−DA =
DA − BC, або BC = AD. Якщо тi рiвностi додати, то
2AC + CB + DA = 2BD + DA + BC, або AC = BD
(рис.1).
Таким чином за трьома сторонами 4ACD = 4BCD,
4BDA = 4ABC, тому ∠ACB = 4BDA, ∠CAD =
4CBD, тобто 4AOD = 4BOC, звiдки й випливає, що
AO = BO.
5. Чи можна розбити числа 1, 2, . . . , 15 на три групи та-
ким чином, щоб сума чисел у першiй групi дiлилась на
13, у другiй групi – на 25, а у третiй – дiлилась на 37?
Вiдповiдь: не можна.

Розв’язання. Припустимо, що ми це зробили, тодi сума чисел у групах дорiвнює
11A, 25B та 37C вiдповiдно. Сума усiх 15 чисел дорiвнює S = (1 + 15) + (2 + 14) + . . . +
(7 + 9) + 8 = 16 · 7 + 8 = 120. Тобто маємо рiвнiсть: 13A + 25B + 37C = 120. Звiдси
маємо, що (A+B+C)+ 12(A+2B+3C) = 12 · 10. Тобто A+B+C дiлиться на 12, звiдки
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A+B+C ≥ 12, але тодi загальна сума усiх чисел у трьох групах складає 13A+25B+37C ≥
13(A + B + C) ≥ 13 · 12 = 156 > 120. Таким чином одержали суперечнiсть, яка свiдчить,
що наше припущення хибне.

9 клас

1. Доведiть, що при будь-яких натуральних a, b, c значення виразу 4a2c2− (a2−b2 +c2)2

дiлиться на значення виразу a+ b+ c.
Розв’язання. Це можна зробити шляхом тотожних перетворень, або розглянути

бiльший вираз у виглядi многочлен вiдносно однiєї змiнної, наприклад, a. Пiсля зведення
подiбних та групування подамо його у виглядi: a4 +a2(−2b2− 2c2)+ (b2− c2)2. Далi просто
роздiлимо його в стовпчик на двочлен a+ (b+ c) i одержимо вiдповiдь

a4 + a2(−2b2 − 2c2) + (b2 − c2)2 = (a+ b+ c)(a3 − a2(b+ c)− a(b+ c)2 + (b− c)2(b+ c),

звiдки й випливає твердження задачi.
2. Нехай ABC – гострокутний трикутник. Пряма, яка пара-
лельна сторонi BC, перетинає сторони AB та AC у точках
D та E вiдповiдно. Описане навколо 4ADE коло перетинає
вiдрiзок CD в точцi F 6= D. Доведiть, що трикутники AFE
та CBD подiбнi.
Розв’язання. Оскiльки DC ‖ DE, то ∠DCB = ∠CDE

(рис.2), з вписаних у коло кутiв маємо рiвнiсть ∠FDE =
∠FAE, тому ∠DCB = ∠CDE = ∠FDE = ∠FAE. Аналогi-
чно ∠ABC = ∠ADE = ∠AFE, звiдки у вказаних трикутни-
кiв по 2 кута рiвнi, а тому вони подiбнi.
3. Числа x1, x2, . . . , x2010 належать промiжку [0, 1]. Доведiть
нерiвнiсть:

x1x2 . . . x2010 + (1− x1)(1− x2) . . . (1− x2010) ≤ 1.

При яких значеннях x1, x2, . . . , x2010 може досягатись рiвнiсть?
Вiдповiдь: x1 = x2 = . . . = x2010 = 1, або x1 = x2 = . . . = x2010 = 0.
Розв’язання. Оскiльки для довiльних чисел a, b ∈ [0, 1] виконується нерiвнiсть ab ≤

a, то
x1x2 . . . x2010 + (1− x1)(1− x2) . . . (1− x2010) ≤ 1 ≤ xk + (1− xk) = 1,

для довiльного k ∈ {1, 2, . . . , 2010}. Нерiвнiсть доведена.
Внаслiдок довiльностi k рiвнiсть може бути лише за умови xk ∈ {0, 1}, звiдки й випли-

ває наведена вiдповiдь, оскiльки усi xk повиннi бути рiвними мiж собою.
4. Знайдiть усi пари простих чисел p i q, якi задовольняють рiвнiсть

p2 − q2 = 4q − p.

Вiдповiдь: p = 3, q = 2.
Розв’язання. Якщо переписати цю рiвнiсть у такому виглядi p(p+ 1) = q(q + 4), то

можливi два випадки.
1) p = q, тодi p = 0, що неможливо.
2) p 6= q, тодi p + 1 дiлиться на q, а q + 4 дiлиться на p. Покладемо p + 1 = nq, де

n ∈ N. Тодi рiвняння набуває вигляду (nq − 1)nq = q(q + 4) або n2q − n = q + 4, таким
чином q = 4+n

n2−1
≥ 2, звiдки повинна виконуватись нерiвнiсть 2n2 − n− 2 ≤ 0, томуn = 1, i

p+1 = q, звiдки очевидно, що простi числа вiдрiзняються на 1, тому це 2 та 3. Перевiркою
переконуємось, що p = 3, q = 2 задовольняє умову.

5. Для якого найменшого значення n iснує опуклий n-кутник, у якого синуси усiх кутiв
рiвнi, а усi сторони мають рiзну довжину.
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Вiдповiдь: n = 5
Розв’язання. Якщо синуси усiх двох кутiв рiвнi, то цi кути або рiвнi, або вони їх

сума дорiвнює 180◦. Таким чином при n = 3 принаймнi два кути рiвнi, тобто трикутник
рiвнобедрений, а це суперечить умовi задачi.

При n = 4 маємо, що якщо усi кути рiвнi, то вони дорiвнюють по 90◦, тобто це пря-
мокутник i вiн має рiвнi сторони. Якщо три кути рiвнi мiж собою, позначимо їх α, тодi
четвертий дорiвнює 180◦ − α i маємо рiвнiсть: 3α + 180◦ − α = 360◦. Звiдси також маємо,
що усi кути по 90◦. Якщо рiвнi двi пари кутiв, то добре вiдомо, що такий чотирикутник
або паралелограм, або рiвнобiчна трапецiя. Але у кожному з цих випадкiв маємо, що цей
чотирикутник має рiвнi сторони, тобто не задовольняє умови.
При n = 5 неважко побудувати по-
трiбний приклад. Розглянемо рiв-
нобiчну трапецiю ABCD з кутами
60◦ та 120◦ (рис.3), у якої основи
дорiвнюють 10 та 15, а бiчнi сторо-
ни по 5. Вiдрiжемо вiд цiєї трапецiї
рiвностороннiй трикутник FED зi
стороною 1. Тодi маємо п’ятику-
тник ABCEF , у якого чотири ку-
ти по 120◦ та один кут – 60◦. А його
сторони за побудовою - 5, 10, 4, 1,
14.

10 клас

1. Розв’язати систему рiвнянь:
{
x+ 2 = 2

√
y + 1,

y + 2 = 2
√
x+ 1,

Вiдповiдь: x = y = 0.
Розв’язання. Додамо цi два рiвняння, перенесемо усi доданки в лiву частину i одер-

жимо, що
Sx+ 2 + y + 2− 2

√
y + 1− 2

√
x+ 1 = 0,(√

x+ 1− 1
)2

+
(√

y + 1− 1
)2

= 0.

Звiдси єдиним можливим розв’язком можуть бути x = y = 0. Перевiркою переконуємось,
що цi значення задовольняють систему рiвнянь, тобто є шуканими розв’язками.

2. З’ясуйте, яких чисел серед 1, 2, . . . , 2010 бiльше – таких, що кратнi принаймнi одному
з чисел 3 або 4, чи усiх iнших?

Вiдповiдь: однакова кiлькiсть.
Розв’язання. Розглянемо для довiльного натурального n розглянути числа 1, 2, . . . , 12n.

Кожне третє з цих чисел кратне 3, кожне четверте – кратне 4, але там спiльних чисел,
тобто тих, що пiдрахованi двiчi, кожне дванадцяте. Таким чином, чисел, що кратнi або
3, або 4 серед цих рiвно 4n + 3n − n = 6n, тобто рiвно половина. Таким чином вiд 1 до
2004 рiвно половина кратна 3 чи 4. залишається порахувати серед решти чисел. 2007, 2008
та 2010 кратнi 3 або 4, решта – нi. Таким чином, з 6 чисел, що лишились рiвно 3, тобто
половина, задовольняє умовi кратностi 3 та 4. Звiдси й випливає наведена вiдповiдь.

3. Знайдiть усi пари простих чисел p i q, якi задовольняють рiвнiсть

20q + 2 = p3 + q2p.

Вiдповiдь: Вiдповiдь: p = 3, q = 5.
Розв’язання. Перепишемо це рiвняння у такому виглядi: q(20−pq) = p3−2, оскiльки

для простого p права частина додатна, то pq < 20. Звiдси випливає, що достатньо зробити
невеликий перебiр можливих простих чисел, якi задовольняють цю умову.

Якщо p = 2, то 20q− 2q2 = 6, звiдки можливi значення для q – це 2 та 3, жодне з яких
не задовольняє умову.
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Якщо q = 2, то маємо рiвняння p3 + 4p = 42, яке не має розв’язкiв у простих числах.
Залишається перевiрити такi пари: (3,3), (3,5) та (5,3). Серед них i знаходимо єдину

вiдповiдь: p = 3, q = 5.
4. Трикутники ABC та A1B1C1 такi, що sinA1 = cosA, sinB1 = cosB, sinC1 = cosC.

Знайдiть градусну мiру найбiльшого з кутiв A,B,C,A1, B1, C1.
Вiдповiдь: 135◦

Розв’язання. Зрозумiло, що A, B i C – гострi кути, оскiльки синуси кутiв трикутника
завжди додатнi, тому косинуси кутiв 4A1B1C1 додатнi, звiдки й кути гострi. Нехай A1 –
найбiльший з кутiв трикутника 4A1B1C1. Розглянемо два випадки:

1) A1 – гострий кут. Тодi можна записати ∠A1 = 90◦ − ∠A, ∠B1 = 90◦ − ∠B, ∠C1 =
90◦ − ∠C, Додамо почленно лiвi i правi частини трьох записаних рiвностей. Маємо:

180◦∠A1 + ∠B1 + ∠C1 = 270◦ − (∠A+ ∠B + ∠C) = 270◦ − 180◦ = 90◦.

Одержали суперечнiсть, отже, випадок, коли A1 – гострий кут є неможливим.
2) A1 – тупий кут, тодi iншi кути цього трикутника гострi i маємо, що ∠A1 = 90◦+∠A,

∠B1 = 90◦ − ∠B, ∠C1 = 90◦ − ∠C. Звiдси

180◦∠A1 + ∠B1 + ∠C1 = 270◦ + ∠A− ∠B − ∠C).

Тобто
∠B + ∠C − ∠A = 90◦.

З урахуванням суми кутiв трикутника, отримуємо ∠A = 45◦, тодi ∠A1 = 135◦.
5. Квадрати ABCD i DEFG розташованi на площинi таким чином, що точка E нале-

жить вiдрiзку CDб а точки F i G не належать квадрату ABCD. Знайдiть градусну мiру
меншого кута мiж прямими AE та BF .
Вiдповiдь: 45◦

Розв’язання. Цю задачу можна розв’язувати гео-
метрично, за допомогою векторiв. Ми наведемо най-
бiльш простий аналiтичний метод. Визначимо систе-
му координат таким чином, щоб точка A стала поча-
тком координат, i координатнi осi йдуть по сторонах
квадрату, як це показано на рис.4. Тодi нехай сторо-
на квадрату ABCD дорiвнює b, а квадрату DEFG
– a. Тодi легко обчислити кутовi коефiцiєнти прямих
AE та BF , це вiдповiдно k1 = a

b
, k2 = a−b

a+b
= − b−a

a+b
.

За вiдомою формулою обчислення кутового коефiцiєнту мiж прямими дорiвнює (ця
формула є простою iнтерпретацiєю формули рiзницi тангенсiв)

k =
k1 − k2

1 + k1k2

=
a
b

+ b−a
b+a

1− a(b−a)
b(b+a)

= 1.

Таким чином тангенс кута мiж цими прямими дорiвнює 1.

11 клас

1. Розв’яжiть систему рiвнянь:
{

(x+ y)(x2 + xy + y2) = 9y3,
(x− y)(x2 − xy + y2) = 7y3,

Вiдповiдь: x = y = 0.
Розв’язання. Перемножимо лiвi та правi частини цiєї системи i одержимо за фор-

мулою рiзницi та суми кубiв, що (x3 − y3)(x3 + y3) = 63y6 звiдки неважко одержати, що
x6 − y6 = 63y6, або x6 = 64y6 ⇔ x = ±2y. якщо це пiдставити у перше рiвняння, то одер-
жимо, що 21y3 = 9y3 або −3y3 = 9y3. З кожного з яких ми одержуємо, що y − 0, а далi й
x = 0.
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2. Випадковим чином вибираються три рiзнi непарнi цифри вiд 1 до 9. Пiсля цього їх
розташовують у порядку зростання. З якою iмовiрнiстю обранi числа утворюють арифме-
тичну прогресiю.

Вiдповiдь: 2
5
.

Розв’язання. Усього обрати 3 цифри з п’яти непарних 1, 3, 5, 7, 9 можна C3
5 = 10

способами. Це неважко перебрати безпосередньо. Порахуємо, скiльки там є арифметичних
прогресiй.

З першим членом прогресiї 1 це – 1, 3, 5 та 1, 5, 9.
З першим членом прогресiї 3 це – 3, 5, 7.
З першим членом прогресiї 5 це – 5, 7, 9.
Таким чином у 4 випадках буде утворена прогресiя, за формулою обчислення iмовiр-

ностi маємо шуканий результат 4
10

= 2
5
.

3. У шестицифровому числi Леся поставила знак добутку пiсля перших трьох цифр i
виявилось, що цей добуток двох трицифрових чисел у сiм разiв менший вiд початкового
числа. Знайдiть усi можливi шестицифровi числа, якi задовольняють цю умову.

Вiдповiдь: 143143.
Розв’язання. Позначимо трицифровi числа, що утворюються першими та останнiми

трьома цифрами числа, вiдповiдно через x та y. Тодi ми маємо таку рiвнiсть: 1000x+ y =
7xy. У цьому виразi два доданки дiляться на x, тому i останнiй також повинен дiлитись
на нього, тобто y = kx. Оскiльки за умовою обидва цих числа трицифровi, то 1 ≤ k ≤ 9.
Якщо тепер скоротити на x одержану рiвнiсть, будемо мати, що 1000 + k = 7kx. Таким
чином число 1000 + k повинно бути кратним 7, а це вiдбувається, якщо 1 ≤ k ≤ 9 при
k = 1 та k = 8. При k = 1 находимо, що x = 143. При k = 8 маємо x = 72 – не задовольняє
умови, оскiльки воно не є трицифровим. Таким чином знаходимо, що y = kx = 143 i маємо
шукану вiдповiдь: 143143.

4. Нехай ABC – гострокутний трикутник у якого
AB > AC, точка D обрана на сторонi AB таким чи-
ном, що ∠ACD = ∠CBD. Позначимо через E сере-
дину вiдрiзку BD, а через S – центр описаного кола
трикутника BCD. Доведiть, що точки A,E, S, C ле-
жать на одному колi.

Розв’язання. З властивостей вписаних кутiв
∠CSD = 2∠CBD (рис.5), з рiвнобедреного трику-
тника CSD маэмо, що ∠SCD = π−∠CBD

2
= π

2
−

∠CBD, тому

∠ACS = ∠ACD + ∠DCS = ∠CBD +
π

2
− ∠CBD =

π

2
.

Оскiльки у чотирикутнику ACSE два прямих кута, то вiн вписаний у коло i твердження
доведене.

5. Додатнi числа x, y, z задовольняють умову xyz = 1. Доведiть нерiвнiсть

x+ y + z ≤ x2 + y2 + z2.

Розв’язання. З нерiвностi мiж середнiм арифметичним та середнiм геометричним
випливає, що 1 = xyz = 3

√
xyz = x+y+z

3
. Тодi можна записати:

x+ y + z = (xyz)(x+ y + z) ≤ (x+ y + z)2

3
=
x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2zx

3
.

Враховуючи, що xy + yz + zx ≤ x2 + y2 + z2 отримуємо

x+ y + z ≤ x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2zx

3
≤ 3(x2 + y2 + z2)

3
= x2 + y2 + z2,

що й треба було довести.


